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１６．１ 二次根式
　 　 在七年级我们学习数的开方时，遇到过槡２，槡

５
７
，槡ａ这样

的式子． 知道符号槡　 叫做二次根号，二次根号下的数叫做
被开方数．因为在实数范围内，负数没有平方根，所以被开

方数只能是正数或零． 也就是说，当 ａ ≥ ０ 时，槡ａ是有意义

的，它表示 ａ 的算术平方根． 我们把形式如槡ａ（ａ≥０）的式
子叫做二次根式（ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｒａｄｉｃａｌ）．

为了进行二次根式的运算，先来研究它的基本性质．

１． 由于槡２是 ２ 的算术平方根，根据平方根的意

义，应有 （槡２）２ ＝ ２．

类似地，计算：

（槡５）
２ ＝　 　 　 ，（槡

７
５ ）

２

＝　 　 　 ，

（槡０）
２ ＝　 　 　 ．

一般地，有

性质 １　 （槡ａ）
２ ＝ ａ （ａ≥０）．

２． ３槡
２ ＝槡９ ＝３，类似地，计算：

( )７５槡
２
＝　 　 　 　 ， ０． ５槡

２ ＝　 　 　 　 ，
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０槡
２ ＝　 　 　 　 ．

又如 （－３）槡
２ ＝ 槡９ ＝３ ＝ －（－３），再计算：

－( )７５槡
２
＝　 　 　 　 ，

（－０． ５）槡
２ ＝　 　 　 　 ．

一般地，有

性质 ２　 ａ槡
２ ＝ ｜ ａ ｜ ＝

ａ （ａ≥０），

－ ａ （ａ ＜０）{ ．

例 １　 ｘ 为何值时，下列式子在实数范围内有意义？

（１） ｘ ＋槡 ３；　 　 　 　 　 （２） ｘ槡
２ ．

解　 （１）要使 ｘ ＋槡 ３ 有意义，必须 ｘ ＋ ３ ≥ ０．

解这个不等式，得　 ｘ ≥－ ３．

即当 ｘ ≥－ ３ 时， ｘ ＋槡 ３在实数范围内有意义．

（２）因为 ｘ 为任何实数时都有 ｘ２ ≥ ０，

所以当 ｘ 为一切实数时， ｘ槡
２在实数范围内都有意义．

例 ２　 计算：

（１） （－５）槡
２； （２） （ 槡１ － ２）槡

２ ．

解　 （１） （－５）槡
２ ＝ ５槡

２ ＝ ５

或 （－５）槡
２ ＝ ｜ －５ ｜ ＝ ５．

（２） （１ －槡２）槡
２ ＝ ｜ １ －槡２ ｜
＝ －（１ －槡２）＝槡２ － １．

例 ３　 先化简再求值： ｘ２ －２πｘ ＋π槡
２，其中 ｘ ＝ ４．

解　 ｘ２ － ２πｘ ＋ π槡
２ ＝ （ｘ － π）槡

２ ＝｜ ｘ － π ｜ ．
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当 ｘ ＝ ４ 时，｜ ｘ － π ｜ ＝｜ ４ － π ｜ ＝ ４ － π．

∴ 　 当 ｘ ＝ ４ 时， ｘ２ － ２πｘ ＋ π槡
２ ＝ ４ － π．

１ 求下列各式的值：

（１） 　
槡( )１２

２
；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）（槡２）

２；

（３）（－ ０．槡 ８）２；　 　 　 （４）－（ １．槡 ３）２ ．

２ 求下列各式的值：

（１） （－ ０． ２）槡
２ ； （２） －( )１７槡

２
；　

（３）－ ２槡
２； （４）－ （－ ２）槡

２ ．

３． 先化简再求值： ｘ２ － ４ｘ ＋槡 ４，其中 ｘ ＝ － ２．

习题 １６． １　

１ 求值：

（１）面积是 ９π 的圆，它的半径 ｒ ＝　 　 　 　 ；

（２）正方形的面积是 ３，它的周长 Ｃ ＝　 　 　 　 ．

２ ｘ 为何值时，下列式子在实数范围内有意义：

（１） ｘ －槡 ２；　 　 　 （２）
１

１ －槡 ｘ
；　 　 　 　 （３）槡ｘ ＋槡－ｘ ．

３ 求下列各式的值：

（１）（ ０．槡 ０１）２；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）（－２槡３）
２；

（３） －３
１( )８槡
２
；　 　 （４） － （－７）槡

２ ．
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４ （１）如果 ａ槡
２ ＝ － ａ，ａ 应取何值？

（２）ａ 取何值时，槡－ａ在实数范围内有意义？

（３）ａ 为何值时，（槡ａ）
２ ＝ ａ槡

２在实数范围内有意义？

５ （１）计算：（槡３）
２ － ３ （－ ３）槡

２；

（２）如果 ａ ＝ －槡２，求 （ａ ＋ １）槡
２ － （ａ － １）槡

２ 的值．

６． 把下列正数写成一个数的平方形式：

（１）９；　 （２）０． ２５；　 （３）３；　 （４）２． ５．

７ 先化简再求值： ４ｙ２ － ２０ｙ ＋槡 ２５，其中 ｙ ＝ 槡２ ２．
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１６．２ 二次根式的运算
　 　 １． 二次根式的乘除

计算下列各题，观察有何规律？

（１）槡４ ×槡２５ ＝ 　 　 　 　 ，

４ ×槡 ２５ ＝ 　 　 　 　 ；

（２） ０．槡 ２５ ×槡１００ ＝ 　 　 ，

０． ２５ ×槡 １００ ＝ 　 　 ．

一般地，有

性质 ３　 如果 ａ ≥ ０，ｂ ≥ ０，那么有槡ａ·槡 槡ｂ ＝ ａｂ．

因为当 ａ ≥ ０，ｂ ≥ ０ 时，

（槡ａ·槡ｂ）２ ＝ （槡ａ）２·（槡ｂ）２ ＝ ａｂ．

又　 （槡ａｂ）２ ＝ ａｂ，

ａｂ 的算术平方根只有一个，所以

槡ａ·槡 槡ｂ ＝ ａｂ．

由等式对称性，性质 ３ 也可以写成

槡 槡ａｂ ＝ ａ·槡ｂ （ａ≥ ０，ｂ≥ ０）．

例 １　 计算：

（１）槡６ ×槡２７；　 　 　 　 　 （２）（－ 槡３ ５）× 槡２ １０．
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解　 （１）槡６ ×槡２７ ＝ ６ ×槡 ２７ ＝ ２ × ３ × ３槡
３

＝槡２ × ３槡
４ ＝ 槡９ ２ ．

（２）（－ 槡３ ５）× 槡２ １０ ＝ （－ ３）×槡５ × ２ ×槡１０

＝ － ６ ５ ×槡 １０ ＝ － ６ ５２ ×槡 ２

＝ － 槡３０ ２ ．

例 １ 说明，根据上述性质 ３ 进行二次根式的运算过程
中，可以把被开方数中的“完全平方因式（因数）”，用它的算

术平方根代替，由根号内移到根号外．以后，我们可以利用这
个办法来将二次根式化简．

１． 计算：

（１）槡 槡６ × ２；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２） 槡６ ２７ ×（－ 槡２ ３）．

２． 化简：

（１）槡７２；　 　 　 （２）槡３６ × ２５６；　 （３） ５４ ×槡 ３；　 　 　 （４） １３２ －１２槡
２ ．

　 　 计算下列各题，观察有何规律？

（１）槡
３６

槡４９
＝ 　 　 　 　 　 ，

３６

槡４９
＝ 　 　 　 　 　 ；

（２）槡
９

槡１６
＝ 　 　 　 　 　 ，

９

槡１６
＝ 　 　 　 　 　 ．

　 　 一般地，有

性质 ４　 如果 ａ ≥ ０，ｂ ＞ ０，那么有槡

槡

ａ

ｂ
＝
槡
ａ
ｂ
．

　 　 　 　 　

　 　 你能仿照

根式的乘法性

质（性质 ３）证明

根式的除法性

质（性质 ４）吗？
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性质 ４ 也可以写成

槡
ａ
ｂ
＝ 槡

槡

ａ

ｂ
（ａ≥ ０，ｂ ＞ ０）．

例 ２　 计算：

（１）槡４０ ÷槡５；　 　 　 　 （２）
槡
４
３
÷
１

槡１２
．

解　 （１）槡４０ ÷槡５ ＝
槡４０

槡５
＝槡
４０ ×槡５

槡５ ×槡５
＝ 槡５ ８
５

＝槡８ ＝ ２２ ×槡 ２ ＝ 槡２ ２．

（２）
槡
４
３
÷
１

槡１２
＝
４
３
÷
１

槡 １２
＝
４
３
×

槡
１２ ＝ ４槡

２ ＝ ４．

二次根式的除法运算，通常采用分子、分母同乘以一个

式子化去分母中的根号的方法来进行，如本节例 ２（１）．把分
母中的根号化去，就是分母有理化．

对于二次根式运算的结果，我们通常还需把它化简．如

例 ２（１）中将槡８化为 槡２ ２．
满足下列两个条件的二次根式就是最简二次根式

（ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｒａｄｉｃａｌ ｉｎ ｌｏｗｅｓｔ ｔｅｒｍｓ）：
（１）被开方数的因数是整数，因式是整式；

（２）被开方数中不含能开得尽方的因数或因式．

例如，槡４０化成最简二次根式是 槡２ １０；
１

槡１２
化成最简二

次根式是
１

槡１２
＝ 槡
１

槡１２
＝ 槡１２

（槡１２）２
＝槡
１２
１２
＝ 槡２ ３
１２
＝槡
３
６
．

化简时应注意：

（１）有时需将被开方数分解因式；

（２）当一个式子的分母中含有二次根式时，一般应把分

母有理化．

　 　 　 　 　 　 　

　 　 这里，还可

这样计算：

槡４０

槡５
＝
４０

槡５
＝槡８

＝ ２２ ×槡 槡２ ＝ ２ ２．
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１． 化简：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
（１）

９

槡６４
；　 　 　 　 　 　 　 　 　（２）

０． ０４ × １４４
０．槡４９ × １６９

．

２． 计算：

（１） 槡
３ ６

槡６ ３
；　 　 　 　 　 　 　 （２）

８．槡 ４

０．槡 １２
；　 　 　 　 　 　 （３）

槡
５
３
÷
槡
５
６
．

３． 把下列各式的分母有理化：

（１）
３

槡６
； （２）

－槡４５

槡２ ２０
．

４ 下列根式中，哪些是最简二次根式？

槡ｘｙ，槡８，
ａｂ
槡２

，槡ｘ ＋ ｙ， ｘ槡
３ ．

　 　 例 ３　 比较 槡２ ３与 槡３ ２的大小．

解　 槡２ ３ ＝槡４ ×槡３ ＝ ４ ×槡 ３ ＝槡１２，

槡３ ２ ＝槡９ ×槡２ ＝ ９ ×槡 ２ ＝槡１８．

∵ 　 １２ ＜ １８，

∴ 　 槡１２ ＜槡１８，

∴ 　 槡２ ３ ＜ 槡３ ２ ．

此外，也可用下面的方法比较大小．

方法 １： 槡２ ３ － 槡３ ２ ＝槡２ ×槡３（槡２ －槡３）＜０，

　 　 ∴ 　 槡２ ３ ＜ 槡３ ２ ．

方法 ２： 槡
２ ３

槡３ ２
＝
（槡２）２槡３

（槡３）２槡２
＝槡

槡

２

３
＜ １，

　 　 ∴ 　 槡２ ３ ＜ 槡３ ２ ．

　 　 　 　 　

　 　 为什么把

根号外的正因

数移到根号内？
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１ 计算：

（１） ７ ×槡 １４；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２） １３２ － ５槡
２；

（３） ４ ×（－ ５）槡
２； （４）槡１８ ÷（－ 槡２ ２）；

（５）（－ 槡２０）×槡２ ×槡５； （６）槡２０ ÷槡５ ÷槡４ ．

２ 下列各式的化简对不对，为什么？

（１）槡２０ ＝ 槡４ ５；　 　 　 　 　 　 　 　 （２）
槡
３
２
＝槡３
２
；

（３）
槡
７
９
＝ １
３ 槡
７； （４）４

槡
３
２
＝ 槡２ ６ ．

３ 比较 槡５ ２与 槡４ ３的大小．

４． 仿照 ２ ０．槡 ５ ＝ ２槡
２ × ０．槡 ５ ＝ ４ × ０．槡 ５ ＝槡２ 的做法，化简下列各式：

（１）１０ ０．槡 １； （２）５
槡
１
５
．

　 　 ２ 二次根式的加减

如何进行二次根式的加减？如

计算：槡１８ ＋槡３２ －槡５０ ．

解　 槡１８ ＋槡３２ －槡５０

＝ 槡３ ２ ＋ 槡４ ２ － 槡５ ２

＝ （３ ＋ ４ － ５）槡２

＝ 槡２ ２ ．

上面的计算中，先把各个根式化为最简，几个二次根式

化成最简二次根式以后，如果被开方数相同，像这样的二次

根式称为同类二次根式 ． 如槡１８，槡３２与槡５０就是同类二次
根式．

二次根式相加减，先把各个二次根式化成最简，再把同
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类二次根式合并．合并同类二次根式与合并同类项类似．因

此，二次根式的加减可以比照整式的加减进行．

在二次根式的运算中，实数的运算性质和法则同样

适用． 　 　

例 ４　 计算： 槡２ １２ ＋ 槡３ ４８ － 槡４ ７５．

解　 槡２ １２ ＋ 槡３ ４８ － 槡４ ７５

＝ 槡４ ３ ＋ 槡１２ ３ － 槡２０ ３

＝ － 槡４ ３ ．

例 ５　 计算：

（１）（槡３ ＋ １）（槡３ － １）；

（２）（槡６ － 槡２ ３）２ － ６（３ －槡３）．

解　 （１）（槡３ ＋１）（槡３ －１）＝ （槡３）２ －１２ ＝ ３ －１ ＝ ２．

（２）（槡６ － 槡２ ３）２ － ６（３ －槡３）

＝ （槡６）２ － ２ ×槡６ × 槡２ ３ ＋（槡２ ３）２ － ６ × ３ ＋ 槡６ ３

＝ ６ － 槡１２ ２ ＋ １２ － １８ ＋ 槡６ ３

＝ 槡６ ３ － 槡１２ ２ ．

例 ６　 计算：槡３（槡８ ＋槡５０）－槡３０ ÷槡４５．

解　 槡３（槡８ ＋槡５０）－槡３０ ÷槡４５

＝ 槡３（槡２ ２ ＋ 槡５ ２）－槡３０ ÷ 槡３ ５

＝ 槡３ × 槡７ ２ －槡６ ×槡５ ÷ 槡３ ５

＝ 槡７ ６ －槡
６
３

＝ ２０
３ 槡
６．

　 　 　 　 　

　 　 不是同类二

次根式（如槡２与

槡３）不能合并．
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１ 下列计算是否正确，为什么？

（１）槡２ ＋槡３ ＝槡５；　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）槡６ －槡３ ＝槡３；

（３）２ ＋槡３ ＝ 槡２ ３； （４）槡８ －槡６
２

＝槡４ －槡３ ．

２ 判别下列二次根式中哪些是同类二次根式：

槡
１
２
， －槡１８，槡１２，槡

１
３
， － 槡７ ５０．

３ 计算：

（１）槡２８ － 槡６３；　 （２）
槡
１
８
－ 槡３２；

（３）槡１８ －（槡 槡 槡９８ － ２ ７５ ＋ ２７）；　 （４） 槡２４ － ０．槡 ５ － ３
槡( )２３ －
槡
１
８
－槡( )６ ．

４ 化简：

（１）（槡５ ＋槡３）
２；　 （２）（槡３ － ２）

２ ＋（３ －槡３）（１ ＋槡３）．

习题 １６． ２　

１ 化简：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　（１） ８１ ×槡 １２１；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　（２） ２７ ×槡 １２；　 （３） ９ ×（－ ３）槡
２； （４） ３７２ － １２槡

２ ．

２ 计算：

（１）２槡２７ × ３槡６；　 　 　 　 （２）槡１４ ×
２
槡７

；

（３）１
２ 槡
２０ ÷ １

３ 槡
５； （４）－ ７槡８ ÷

１

槡２
．

３ 计算：

（１）５槡８ － ２槡３２ ＋ 槡５０；

（２）槡６ －
３
槡２

－ ２
槡３

；
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　 （３）（槡４５ ＋ 槡２７）－ 　
槡
４
３
＋槡( )１２５ ．

４ 计算：

（１）（槡１２ ＋ 槡５ ８）槡３；

（２） 槡４８ ＋
１
２槡( )３２ ÷槡２７．

５ 已知槡２ ≈ １． ４１４，槡３ ≈ １． ７３２，求
１

槡２
＋ １

槡３
的近似值．（精确到 ０． ０１）

６ 根据下列条件，求代数式 － ｂ ＋ ｂ２ － ４槡 ａｃ
２ａ 的值．

（１）ａ ＝ １，ｂ ＝ ８，ｃ ＝ － ４；

（２）ａ ＝ ３，ｂ ＝ － ６，ｃ ＝ ２．

７ 计算：

（１）（槡３ ７ ＋ 槡２ ３）（槡２ ３ － 槡３ ７）；

（２）（槡３２ － 槡３ ３）（槡４ ２ ＋ 槡２７）；

（３）（槡３ ６ －槡４）
２；

（４）（１ ＋槡２ －槡３）（１ －槡２ ＋槡３）．

海伦 秦九韶公式

古希腊数学家海伦在他的著作《度量论》中，讨论了许多几何

图形的面积和体积计算问题．其中包括后来以他的名字命名的三

角形面积公式．这个公式用字母表示，即：

Ｓ ＝ ｐ（ｐ － ａ）（ｐ － ｂ）（ｐ － ｃ槡 ），ｐ ＝ １
２
（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）． ①

（其中 ａ，ｂ，ｃ 分别为三角形的三边长，Ｓ 为三角形的面积．）

我国宋代数学家秦九韶，在他的著作《数书九章》中，也曾提
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出由三角形三边求三角形面积的方法．这个方法用字母表示，即：

Ｓ ＝ １
４
ａ２ ｃ２ － ｃ２ ＋ ａ２ － ｂ２( )２[ ]槡

２
． （其中 ａ ＞ ｂ ＞ ｃ） ②

公式②与①实质是相同的，为什么呢？

因为：

　 １
４
ａ２ ｃ２ － ｃ２ ＋ ａ２ － ｂ２( )２[ ]槡

２

＝ １
２( )ａｃ ２ － ｃ２ ＋ ａ２ － ｂ２( )４槡

２

＝ １
２
ａｃ ＋ ｃ

２ ＋ ａ２ － ｂ２( )４
１
２
ａｃ － ｃ

２ ＋ ａ２ － ｂ２( )槡 ４

＝ ２ａｃ ＋ ｃ２ ＋ ａ２ － ｂ２

４
·
２ａｃ － ｃ２ － ａ２ ＋ ｂ２

槡 ４

＝ （ａ ＋ ｃ）２ － ｂ２

４
·
ｂ２ －（ａ － ｃ）２

槡 ４

＝ ａ ＋ ｃ ＋ ｂ
２

·
ａ ＋ ｃ － ｂ
２

·
ｂ ＋ ａ － ｃ
２

·
ｂ － ａ ＋ ｃ

槡 ２

＝ ｐ（ｐ － ａ）（ｐ － ｂ）（ｐ － ｃ槡 ），ｐ ＝ １
２
（ａ ＋ ｂ ＋ ｃ）．

在《数书九章》中，秦九韶还解决一个具体问题：“有三角形田

地一块，它的三边长分别为 １３，１４，１５（单位略），求这块田地的面

积．”根据公式，你算算看！

一、内容整理
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二、主要知识回顾

１． 如果一个数的平方等于 ａ，那么这个数叫做 ａ 的平方根．其中正的平方

根槡ａ（读作根号 ａ）也叫做 ａ 的算术平方根．当 ａ≥０ 时，槡ａ叫做二次根式． 　 　

２． 二次根式有以下性质：

　 （槡ａ）２ ＝ ａ　 （ａ≥ ０）．

ａ槡
２ ＝ ｜ ａ ｜ ＝ ａ （ａ≥ ０），

－ ａ （ａ ＜ ０）{ ．

槡　 ａ·槡ｂ ＝ ａ·槡 ｂ　 （ａ≥ ０，ｂ ≥ ０）．

槡

槡

ａ
ｂ
＝
槡
ａ
ｂ
　 （ａ≥ ０，ｂ ＞ ０）．

３． 二次根式的加、减、乘、除运算．

三、自评与互评

１． 二次根式在现实生活中有哪些应用？请举一些例子．

２． 二次根式的运算，实际上是在进行实数的运算．从中你是否体会到，在

二次根式的运算中，实数的运算律、运算性质以及运算顺序都适用？　 　

１ 指出下列各式在实数范围内有意义时，ｘ 应取什么值．

（１） ３ｘ －槡 ４；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２） １
２槡－ ｘ

．

２ 填空：

（１）若 ２ －槡 ｘ ＋ ｘ －槡 ２在实数范围内有意义，则 ｘ ＝　 　 　 　 ；

（２） （３ － π）槡
２ ＝　 　 　 　 ；

（３）满足 －槡５ ＜ｘ ＜槡３的整数 ｘ 有　 　 　 　 ．

３ 求值：

（１）（槡５）
２ ＋ （－ ５）槡

２ ÷ －( )１２ ； （２）（槡１１）
２ － （－ ５）槡

２ ．
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４ 计算：

（１）槡１５ ÷槡
５
３
；　 （２）（－槡８）×槡２；

（３）槡
１２ ＋ 槡２７

槡３
；　 （４）（槡４８ ＋ 槡２７）÷槡３ － ２．

５ 计算：

（１）１
５ 槡
９００ ＋ １

２ 槡
１２１；　 （２）槡１２ ＋

１

槡２７
－
槡
１
３
；

（３）
槡
１
７ 槡＋ ２８ －槡７００；　 （４）槡３２ －３槡

１
２ 槡＋ ８ ．

６． 计算：

（１） 槡２ －槡( )１２
２
；　 　 　 （２）（槡５ ＋槡２）（槡５ －槡２）．

７ 已知槡２ ≈ １． ４１４，槡３ ≈ １． ７３２，求槡１２ －
１
槡２７

＋ 槡２ ３２ 的近似值．（精确到 ０． ０１）

８ 比较 － 槡２ ７与 － 槡３ ３的大小．

１ 对于实数 ａ，ｂ，如果 （ａ －ｂ）槡
２ ＝ｂ －ａ，那么下面结论中正确的是（　 　 ）．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　（Ａ）ａ ＞ ｂ 　 　 　 　 　 　 　 （Ｂ）ａ ＜ ｂ

（Ｃ）ａ ≥ ｂ 　 （Ｄ）ａ ≤ ｂ

２ 已知 ｘ ＝槡３ ＋ ２

槡３ － ２
，ｙ ＝槡３ － ２

槡３ ＋ ２
，求下列各式的值：

（１）ｘ
ｙ
＋ ｙ
ｘ
；　 　 　 　 （２）１

ｘ
＋ １
ｙ
．

３ 解下列方程或方程组：

（１）槡
槡

３
２
ｘ ＋ １ ＝ 槡２ ２

槡３
ｘ；　 （２） 槡

３ｘ －槡２ｙ ＝ １，

槡２ｘ －槡３ｙ ＝ ０
{

．



１７　　　
　 小结·评价

４ 在实数范围内，分解因式：

（１）ｘ２ －３； （２）ｘ４ －２５．

５ 座钟的摆来回摆动一次的时间叫做一个周期．它的计算公式是：Ｔ ＝２π ｌ
槡ｇ

，其中

Ｔ 表示周期（单位：ｓ），ｌ 表示摆长（单位：ｍ），ｇ ＝９． ８ ｍ ／ ｓ２，π 是圆周率．已知某

台座钟的摆长为 ０． ８ ｍ，它每摆动一个周期发出一次“滴答”声．求该座钟１ ｍｉｎ发

出多少次滴答声．如果要使该座钟 １ ｍｉｎ 恰好发出 ６０ 次滴答声，该座钟的摆长应

为多少？（π 取 ３． １４，摆长精确到 ０． ０１ ｍ）

６ 已知 （ａ － ３ｂ）２ ＋ ３ａ － ｂ －槡 ４ ＝ ０，求 ａ ＋ ｂ 的值．

７ （１）用“＞”“＝”或“＜”填空：

槡１ × ２　 　 　 　
１ ＋ ２
２
；　 　 　 　 　 　 　 　 槡３ × ５　 　 　 　

３ ＋ ５
２
；

槡６ × ８　 　 　 　
６ ＋ ８
２
；　 　 　 　 槡９ × ９　 　 　 　

９ ＋ ９
２
；

（２）观察上式，请用含 ａ，ｂ（ａ ＞０，ｂ ＞０）的式子，把你发现的结论写出来，并证明

结论的正确性．
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一元二次方程

１７．１ 　 一元二次方程

１７．２ 　 一元二次方程的解法

１７．３ 　 一元二次方程根的判

别式

 １７．４ 　 一元二次方程的根与

系数的关系

１７．５ 　 一元二次方程的应用

　 　 DEFG ２００９ HIHJKLEFMNO １００ ｔ，PQ
２０１１ H J K L E F ' M N R ２００９ H S T U （V O
２００ ｔ）．W/X=TYZ，２０１０ H[ ２０１１ HJKLEFM

N'H\]^_`abcd？

e=fG ２０１０ ～ ２０１１ HJKLEFMN'H\]

^_`b ｘ，ghijklOmn)o

ｘ２ ＋ ２ｘ － １ ＝ ０ ．

pq)orbTs'，0tmnu？

　 　 !"2#$34%&56)789:，/;<=>?

@ABCDE)3FGHIJ．
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１７．１ 一元二次方程
　 　 问题? 　 某蔬菜队 ２００９ 年全年无公害蔬菜产量为
１００ ｔ，计划 ２０１１ 年无公害蔬菜的产量比 ２００９ 年翻一番（即

为 ２００ ｔ）．要实现这一目标，２０１０ 年和 ２０１１ 年无公害蔬菜产

量的年平均增长率应是多少？

设这个队 ２０１０ ～ ２０１１ 年无公害蔬菜产量的年平均增长

率是 ｘ，那么：２０１０ 年无公害蔬菜产量为 １００ ＋ １００ｘ ＝

１００（１ ＋ ｘ）（ｔ）；２０１１ 年无公害蔬菜产量为 １００（１ ＋ ｘ）＋

１００（１ ＋ ｘ）·ｘ ＝ １００（１ ＋ ｘ）２（ｔ），如图 １７ １（２）．

图　 １７ １

根据题意，２０１１ 年无公害蔬菜产量为 ２００ ｔ，得

１００（１ ＋ ｘ）２ ＝ ２００，

即　 （１ ＋ ｘ）２ ＝ ２．

整理，得

ｘ２ ＋ ２ｘ － １ ＝ ０．

问题?　 在一块宽 ２０ ｍ、长 ３２ ｍ 的长方形空地上，修 图　 １７ ２
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筑宽相等的三条小路（两条纵向，一条横向，纵向与横向垂

直），把这块空地分成大小一样的 ６ 块，建成小花坛． 如图
１７ ２，要使花坛的总面积为 ５７０ ｍ２（图中长度的单位：ｍ），

问小路的宽应是多少？

设小路的宽是 ｘ ｍ，则横向小路的面积是 ３２ｘ ｍ２，纵向

小路的面积是 ２ × ２０ｘ ｍ２，两者重叠部分的面积是２ｘ２ ｍ２ ．由

于花坛的总面积是 ５７０ ｍ２，则

３２ × ２０ －（３２ｘ ＋ ２ × ２０ｘ）＋ ２ｘ２ ＝ ５７０．

整理，得

ｘ２ － ３６ｘ ＋ ３５ ＝ ０．

像 ｘ２ ＋ ２ｘ －１ ＝ ０，ｘ２ －３６ｘ ＋ ３５ ＝ ０这样的方程，都是

只含有一个未知数，并且未知数的最高次数是 ２ 的整式方

程，叫 做 一 元 二 次 方 程 （ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｏｎｅ

ｕｎｋｎｏｗｎ）．

任何一个关于 ｘ 的一元二次方程，经过整理都可以

化为 　 　 　

ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０　 （ａ ≠ ０）

的一般形式（又叫做标准形式）．其中 ａｘ２ 叫做二次项，ａ 是

二次项的系数；ｂｘ 叫做一次项，ｂ 是一次项的系数；ｃ 叫做

常数项． ａ，ｂ，ｃ 是任意实数，且 ａ ≠ ０ ．

例　 把方程 ３ｘ（ｘ － １）＝ ２（ｘ － ２）－ ４ 化成一般形式，

并写出它的二次项系数、一次项系数及常数项．

解　 去括号，得

３ｘ２ － ３ｘ ＝ ２ｘ － ４ － ４．

移项，合并同类项，得方程的一般形式：

３ｘ２ － ５ｘ ＋ ８ ＝ ０．

它的二次项系数是 ３，一次项系数是 －５，常数项是 ８．

　 　 　 　 　 　 　

　 　 有位同学列

出的方程是（２０ －

ｘ）（３２ － ２ｘ） ＝

５７０． 你知道他是

怎样思考的吗？
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１ 判断下列方程中，哪些是关于 ｘ 的一元二次方程？

（１）ｘ２ ＋ １
２ｘ
－ ３ ＝ ０；　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）４ｘ２ ＋ ３ｘ － ２ ＝ （２ｘ － １）２；

（３）ｘ３ － ｘ ＋ ４ ＝ ０； （４）ｘ２ － ２ｙ － ３ ＝ ０；

（５）（ｍ ＋ １）ｘ２ ＋ ３ｘ ＋ １ ＝ ０； （６）２ｘ２ ＝ ０．

２ 将下列一元二次方程化成一般形式，并指出它们的二次项系数、一次项系数及常数项：

（１）５ｘ２ ＝ ６ｘ － ８；　 　 　 　 　 （２）１
２
－ ２ｘ２ ＝ ０；

（３）ｘ（ｘ － １）＝ ０； （４）（ｘ －槡２）（ｘ ＋槡３） ＝ ０．

３ 将 ４８ 张桌子排成若干行，且每行的桌子数目相同，已知每一行的桌子数比总行数多

２，设这些桌子排了 ｘ 行，写出排成的行数所满足的方程，并将其化为标准形式．

４ 下面哪些数是方程 ｘ２ ＋ ｘ － ２ ＝ ０ 的根？

－３，－２，－１，０，１，２，３．

习题 １７． １　

１ 根据下列问题中的条件，列出关于 ｘ 的方程，并将其化为标准形式．

（１）一个长方形的长比宽多 ２，面积是 １２０，求这个长方形的长 ｘ；

（２）一个直角三角形的两条直角边之和为 ７，它的面积为 ６，求这个三角形的其中

一条直角边长 ｘ；

（３）某小组同学元旦互赠贺年卡一张，全组共赠贺年卡 ９０ 张，求这个小组的同学

数 ｘ；

（４）一个小组的同学元旦见面时，每两人都握手一次，所有人共握手 １０ 次，求这

组同学数 ｘ；

［第 １（５）题］

（５）某村计划建造如图所示的长方形蔬菜温室，要

求长与宽的比为 ２∶ １，在温室内，前侧内墙保留

３ ｍ 宽的空地，其他三侧内墙各保留 １ ｍ 宽的

通道，要使蔬菜种植区域的面积为 ２８８ ｍ２，求

长方形温室的长 ｘ．
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２ 将下列一元二次方程化为一般形式，并指出它的二次项系数、一次项系数及常数项：

（１）４ｘ２ ＝ ３ｘ；

（２）（ｘ － １）２ － ９ ＝ ０；

（３）ｘ（ｘ ＋ ２）＝ ３（ｘ ＋ ２）；

（４）（ｘ ＋ １）２ － ２（ｘ ＋ １）＝ ０．

３ 已知关于 ｘ 的方程 ｘ２ －（２ｍ ＋ １）ｘ －（２ｍ － １）＝ ０ 的一个根为 １，求 ｍ 的值．



２３　　　
　 １７ ． ２　 一元二次方程的解法

１７．２ 一元二次方程的解法
　 　 以前我们实际上已解过一些特殊的一元二次方程，比

如，求 ｘ２ ＝ ９ 中 ｘ 的值． 它的解法，就是开平方，即

ｘ ＝ ±槡９，ｘ ＝ ± ３．

所以直接开平方就可求得方程 ｘ２ ＝ ９的两个根：ｘ１ ＝ ３，

ｘ２ ＝ － ３．

直接开平方解下列方程：

（１）ｘ２ ＝ ２５；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）ｘ２ － ０． ８１ ＝ ０；

（３）３（ｘ ＋ １）２ ＝ ４８； （４）２（ｘ － ２）２ － ４ ＝ ０．

　 　 １． 配方法

　 　 怎样解上节问题 １中得到的方程 ｘ２ ＋２ｘ －１ ＝ ０？

　 　 这个方程，显然不能通过直接开平方来解，能否把这个

方程转化成直接开平方来解的形式？

下面，对这个方程进行变形：
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把常数项移到等号右边，得

ｘ２ ＋ ２ｘ ＝ １．

对等号左边配方，得

ｘ２ ＋ ２ｘ ＋ １ ＝ １ ＋ １，

即 （ｘ ＋ １）２ ＝ ２．

这时，对上式直接开平方，得

ｘ ＋ １ ＝ ±槡２．

所以原方程的根是

ｘ１ ＝槡２ － １，ｘ２ ＝ －槡２ － １．

（考虑到问题 １ 的实际情况，这里只能取 ｘ１ ＝ 槡２ －

１ ≈ ０． ４１，即：年平均增长率应是 ４１％）

像这种先对原一元二次方程配方，使它出现完全平方式

后，再直接开平方求解的方法，叫做配方法（ｓｏｌｖｉｎｇ ｂｙ
ｃｏｍｐｌｅｔｉｎｇ ｓｑｕａｒｅ）．

例 １　 用配方法解下列方程：
（１）ｘ２ － ４ｘ － １ ＝ ０；
（２）２ｘ２ － ３ｘ － １ ＝ ０．

解　 （１）移项，得
ｘ２ － ４ｘ ＝ １．

配方，得

ｘ２ － ２ × ２ｘ ＋ 　 　 　 　 ＝ １ ＋ 　 　 　 　 ，

即 （ｘ － 　 　 　 　 ）２ ＝ 　 　 　 　 ．

开平方，得

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ．

所以原方程的根是

ｘ１ ＝ 　 　 　 　 ，ｘ２ ＝ 　 　 　 　 ．

（２）先把 ｘ２ 的系数变为 １，即把原方程两边同除
以 ２，得

ｘ２ － ３
２
ｘ － １
２
＝ ０．

　 　 　 　 　 　 　

　 　 为什么在方

程两边同时加上

数“１”而不是其

他数？

　 　 “化归方法”是

将待解的问题转化

成先前已经解决的

问题的一种数学思

想方法，配方法就

是将一元二次方程

通过配方转化成可

直接开平方解方程

的方法．
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移项，得

ｘ２ － ３
２
ｘ ＝ １

２
．

下面的过程由你来完成：

　

　

　

　

　 　 根据上面的例题，请你归纳出用配方法解一般
一元二次方程应有的步骤．其中，最关键的是配哪一
项，这一项怎样确定？

１ 填空：

（１）ｘ２ －８ｘ ＋（　 　 ）２ ＝（ｘ －　 　 ）２；　 　 　 　

（２）ｙ２ ＋５ｙ ＋（　 　 ）２ ＝（ｙ ＋　 　 ）２；

（３）ｘ２ － ５
２
ｘ ＋（　 　 ）２ ＝（ｘ －　 　 ）２；　

（４）ｘ２ ＋ｐｘ ＋（　 　 ）２ ＝（ｘ ＋　 　 ）２ ．

２ 用配方法解下列方程：

（１）ｘ２ ＋ ｘ － １ ＝ ０；　 　 　 　 　 （２）ｘ２ － ３ｘ － ２ ＝ ０；

（３）２ｘ２ ＋ ５ｘ － １ ＝ ０； （４）３ｘ２ － ６ｘ ＋ １ ＝ ０．
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　 　 ２． 公式法

如何解一般的一元二次方程

ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０　 （ａ≠ ０）

呢？

因为 ａ≠ ０，把方程的两边都除以 ａ，得

ｘ２ ＋ ｂ
ａ
ｘ ＋ ｃ
ａ
＝ ０．

移项，得

ｘ２ ＋ ｂ
ａ
ｘ ＝ － ｃ

ａ
．

配方，得

ｘ２ ＋ ２· ｂ
２ａ
ｘ ＋ ｂ

２( )ａ
２
＝ － ｃ

ａ
＋ ｂ
２( )ａ

２
，

即

ｘ ＋ ｂ
２( )ａ

２
＝ ｂ

２ － ４ａｃ
４ａ２

． ○

因为 ａ≠ ０，４ａ２ ＞ ０．

当 ｂ２ －４ａｃ≥０时，ｂ
２ － ４ａｃ
４ａ２

≥０，将方程○两边开平方，

得

ｘ ＋ ｂ
２ａ
＝ ± ｂ２ － ４槡 ａｃ

２ａ
．

于是得　 ｘ ＝ － ｂ２ａ
± ｂ２ － ４槡 ａｃ

２ａ
．
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ｘ ＝ － ｂ ± ｂ２ － ４槡 ａｃ
２ａ

　 （ｂ２ － ４ａｃ ≥ ０）．

这就是一元二次方程 ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０　 （ａ ≠ ０ 且

ｂ２ － ４ａｃ ≥ ０）的求根公式．

有了求根公式，要解一个一元二次方程，只要先把它整

理成一般形式，确定出 ａ，ｂ，ｃ 的值，然后，把 ａ，ｂ，ｃ 的值代

入求根公式，就可以得出方程的根． 这种解法叫做公式法
（ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｆｏｒｍｕｌａ）．

例 ２　 用公式法解下列方程：

（１）２ｘ２ ＋ ７ｘ － ４ ＝ ０；　 　 　 （２）ｘ２ ＋ ３ ＝ 槡２ ３ｘ．

解　 （１）ａ ＝ ２，ｂ ＝ ７，ｃ ＝ － ４，

ｂ２ － ４ａｃ ＝ ７２ － ４ × ２ ×（－ ４）＝ ８１ ＞ ０．

代入求根公式，得

ｘ ＝ － ７ ±槡８１
２ × ２

＝ － ７ ± ９
４
．

∴ 　 ｘ１ ＝
１
２
，ｘ２ ＝ － ４．

（２）将原方程化为标准形式，得

ｘ２ － 槡２ ３ｘ ＋ ３ ＝ ０．

ａ ＝ １，ｂ ＝ － 槡２ ３，ｃ ＝ ３，

ｂ２ － ４ａｃ ＝ （－ 槡２ ３）２ － ４ × １ × ３ ＝ ０．

代入求根公式，得

ｘ ＝ 槡２ ３ ±槡０
２

＝槡３．

∴ 　 ｘ１ ＝ ｘ２ ＝槡３．
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例 ３　 解方程：ｘ２ ＋ ｘ － １ ＝ ０． （精确到 ０． ００１）

解　 ａ ＝ １，ｂ ＝ １，ｃ ＝ － １，代入求根公式，得

ｘ ＝ － １ ± １
２ － ４ × １ ×（－ １槡 ）

２

＝ － １ ±槡５
２

．

用计算器求得　 槡５ ≈ ２． ２３６ １．

∴ 　 ｘ１ ≈ ０． ６１８，ｘ２ ≈－ １． ６１８．

１ 把下列方程化成 ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０ 的形式，并写出其中 ａ，ｂ，ｃ 的值：

（１）ｘ２ － ５ｘ ＝ ２；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）３ｘ２ － １ ＝ ２ｘ；

（３）２ｘ（ｘ － １）＝ ｘ ＋ ４； （４）（ｘ ＋ １）２ ＝ ３ｘ － ２．

２ 用公式法解下列方程：

（１）３ｘ２ ＋ ５ｘ － ２ ＝ ０； （２）２ｘ２ ＋ ５ｘ － １２ ＝ ０；

（３）ｔ２ ＋ 槡２ ２ｔ ＋ ２ ＝ ０； （４）４ｘ２ － 槡４ ３ｘ ＋ ３ ＝ ０；

（５）ｐ（２ － ｐ）＝ ５； （６）０． ３ｘ（ｘ － ２）＋ ０． ４ ＝ ０．

３ 用公式法解方程：ｘ２ － ３ｘ － １ ＝ ０． （精确到 ０． １）

４ 解关于 ｘ 的方程：２ｘ２ － ｍｘ － ｎ２ ＝ ０．

　 　 ３． 因式分解法

　 　 一个一元二次方程用公式法总可以求解．对于一些特殊
的一元二次方程，还可以有别的解法．如解方程 ｘ２ ＝ ９，除了
直接开平方求解外，还可以把它变形为

ｘ２ － ９ ＝ ０．

再将方程左边分解因式，得
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（ｘ － ３）（ｘ ＋ ３）＝ ０．

我们知道，如果两个因式的积等于 ０，那么这两个因式
中至少有一个等于 ０；反过来，如果两个因式中有一个等于
０，那么它们的积就等于 ０．因此，有

ｘ － ３ ＝ ０ 或 ｘ ＋ ３ ＝ ０．

解这两个一次方程，得

ｘ１ ＝ ３，ｘ２ ＝ － ３．

这种通过因式分解，将一个一元二次方程转化为两个一

元一次方程来求解的方法叫做因式分解法（ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ
ｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ）．

　 　 １ 解下列方程，并与同学交流，检查解得的结果

是否正确．

（１）ｘ２ ＋ ３ｘ ＝ ０；　 　 （２）ｘ２ ＝ ｘ．

２ 在解上面的方程（２）时，如果像下面这样做：

两边同除以 ｘ，得 ｘ ＝ １．

故方程的根为 ｘ ＝ １．

这样对吗？为什么？

３ 总结前面内容你能否归纳出缺项的二次

方程：

ａｘ２ ＋ ｃ ＝ ０ （ａ，ｃ异号），ａｘ２ ＋ｂｘ ＝ ０ （ａ≠ ０）

的解法？

　 　 例 ４　 解方程：ｘ２ － ５ｘ ＋ ６ ＝ ０．

解　 把方程左边分解因式，得
（ｘ － ２）（ｘ － ３）＝ ０．

因此，有

　 　 　 　 　

　 　 这里用到

了什么样的数

学思想方法？
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ｘ － ２ ＝ ０ 或 ｘ － ３ ＝ ０．

解方程，得

ｘ１ ＝ ２，ｘ２ ＝ ３．

例 ５　 解方程：（ｘ ＋ ４）（ｘ － １）＝ ６．

解　 将原方程化为标准形式，得

ｘ２ ＋ ３ｘ － １０ ＝ ０．

把方程左边分解因式，得

（ｘ ＋ ５）（ｘ － ２）＝ ０．

∴ 　 ｘ ＋ ５ ＝ ０ 或 ｘ － ２ ＝ ０．

解方程，得

ｘ１ ＝ － ５，ｘ２ ＝ ２．

用因式分解法解下列方程：

（１）（ｘ －槡２）（ｘ －槡３）＝ ０；　 　 　 　 　 　 　 （２）４ｘ
２ － ３ｘ ＝ ０；

（３）３（ｘ ＋ １）＝ ｘ（ｘ ＋ １）； （４）ｘ２ － ６ｘ － ７ ＝ ０；

（５）ｔ（ｔ ＋ ３）＝ ２８； （６）（ｘ ＋ １）（ｘ ＋ ３）＝ １５．

习题 １７． ２　

１ 直接开平方解下列方程：

（１）ｘ２ － ４９ ＝ ０；　 　 　 （２）２ｘ２ － １
８
＝ ０；

（３）（ｘ － １）２ ＝ ２； （４）２（ｘ － ２）２ － ８ ＝ ０；

（５）（槡２ｘ － ２）
２ ＝ ６； （６）（ｘ ＋槡２）

２ ＝ （１ ＋槡２）
２ ．
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２ 用配方法解下列方程：

（１）ｘ２ ＋ ６ｘ － ７ ＝ ０； （２）ｘ２ ＋ ５ｘ ＋ ２ ＝ ０；

（３）２ｘ２ － ５ｘ ＋ １ ＝ ０； （４）２ｘ２ － ３ｘ － ７ ＝ ０．

３ 用配方法解关于 ｘ 的方程：ｘ２ ＋ ｐｘ ＋ ｑ ＝ ０．

４ 用公式法解下列方程：

（１）ｘ２ － ｘ － ３ ＝ ０； （２）２ｘ２ ＋ ４ｘ － ３ ＝ ０；

（３）３ｘ２ － ｘ － １ ＝ ０； （４）２ｙ２ ＋ ３ｙ － １ ＝ ０．

５ 用因式分解法解下列方程：

（１）ｘ２ ＝ ７ｘ； （２）２ｘ２ ＋ ｘ ＝ ０；

（３）（ｘ ＋ １）２ － ２（ｘ ＋ １）＝ ０； （４）ｘ２ － ３ｘ ＋ ２ ＝ ０．

６ 用适当方法解下列方程：

（１）ｘ２ － ３ｘ － ４ ＝ ０；　 　 　 　 　 　 　

（２）６ｘ２ － １３ｘ － １５ ＝ ０；

（３）（３ － ｘ）２ ＋ ｘ２ ＝ ９；

（４）（ｙ － ２）２ ＝ ３；

（５）（ｙ ＋槡３）
２ ＝ 槡４ ３ｙ；

（６）（２ｘ － １）（ｘ ＋ ３）＝ ４；

（７）（２ｙ ＋ １）２ ＋ ３（２ｙ ＋ １）＋ ２ ＝ ０．

７ 解下列方程，并求根的近似值（精确到 ０． ０１）：

（１）５ｘ２ ＋ ２ｘ － １ ＝ ０； （２）ｘ２ － ３ｘ ＋ １ ＝ ０．

８ 当 ｘ 是什么数时，３ｘ２ ＋ ６ｘ － ８ 的值与 ２ｘ２ － １ 的值相等？

挪 球 游 戏

下面我们来做一个数学游戏：

一些球被分成了许多堆，我们可以任意选择甲、乙

两堆按照以下规则挪动：若甲堆的球数 ｐ 不少于乙堆
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的球数 ｑ，则从甲堆拿 ｑ 个球放到乙堆去，这算是挪动一

次．继续这个过程，可以经过有限次挪动把所有的球合

并成至多两堆．

我们从最简单的情形着手：设有 Ａ，Ｂ，Ｃ 三堆球，

它们中分别有球 ａ 个，ｂ 个和 ｃ 个．不妨设 ａ≤ ｂ≤ ｃ，易

知，如果其中有等号成立，那么一步就可以把它们并成

至多两堆．所以下面设 ａ ＜ ｂ ＜ ｃ．

给出几组具体数据，自己试着做一做． 做起来会很

有趣，即使没有做成功，也会有所体会和收获．在下面的

情况中，都有 ａ ＝ １，ａ ＋ ｂ ＋ ｃ ＝ ５０．

情形 １：ａ ＝ １，ｂ ＝ ９，ｃ ＝ ４０．

Ａ Ｂ Ｃ

操作步骤 １ ９ ４０

第一步：Ｂ→Ａ，移动 １ 个球 ２ ８ ４０

第二步：Ｃ→Ａ，移动 ２ 个球 ４ ８ ３８

第三步：Ｃ→Ａ，移动 ４ 个球 ８ ８ ３４

第四步：Ｂ→Ａ，移动 ８ 个球 １６ ０ ３４

　 　 情形 ２：ａ ＝ １，ｂ ＝ １１，ｃ ＝ ３８．

Ａ Ｂ Ｃ

操作步骤 １ １１ ３８

第一步：Ｂ→Ａ，移动 １ 个球 ２ １０ ３８

第二步：Ｂ→Ａ，移动 ２ 个球 ４ ８ ３８

第三步：Ｃ→Ａ，移动 ４ 个球 ８ ８ ３４

第四步：Ｂ→Ａ，移动 ８ 个球 １６ ０ ３４
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　 　 情形 ３：ａ ＝ １，ｂ ＝ ２２，ｃ ＝ ２７．

Ａ Ｂ Ｃ

操作步骤 １ ２２ ２７

第一步：Ｃ→Ａ，移动 １ 个球 ２ ２２ ２６

第二步：Ｂ→Ａ，移动 ２ 个球 ４ ２０ ２６

第三步：Ｂ→Ａ，移动 ４ 个球 ８ １６ ２６

第四步：Ｃ→Ａ，移动 ８ 个球 １６ １６ １８

第五步：Ｂ→Ａ，移动 １６ 个球 ３２ ０ １８

　 　 活动 １：通过观察，得到规律．

（１）观察 Ａ 堆中的球数变化情况；

（２）观察操作步骤中各次移动的球数变化情况；

（３）观察操作步骤中各次移动中分别移往何处？

（４）观察操作步骤中各次移动时分别由何处移出？

（５）观察 Ｂ 堆中球数变化的情况；

（６）总结你所观察到的规律，想一想为什么？

活动 ２：感兴趣的同学可以试着寻找当 ａ ＞ １ 时的

规律．

完成上述游戏后，说说你对解决问题的策略和方法

的感悟．
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１７．３ 一元二次方程根的判别式

　 　 在前面的学习中，你是否注意到：方程 ａｘ２ ＋

ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０（ａ≠ ０）有实数根的条件是什么？何时有

两个相等的实数根？何时有两个不相等的实数根？

　 　 前面，通过配方，得到了一元二次方程 ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ＝

０（ａ≠ ０）的求根公式：

ｘ ＝ － ｂ ± ｂ２ － ４槡 ａｃ
２ａ

．

因为 ａ≠ ０，所以

（１）当 ｂ２ －４ａｃ ＞ ０时， ｂ２ － ４槡 ａｃ是正实数，因此，方程

有两个不相等的实数根：

ｘ１ ＝
－ ｂ ＋ ｂ２ － ４槡 ａｃ

２ａ
，

ｘ２ ＝
－ ｂ － ｂ２ － ４槡 ａｃ

２ａ
；

（２）当 ｂ２ －４ａｃ ＝ ０时， ｂ２ － ４槡 ａｃ ＝ ０，因此，方程有两

个相等的实数根：ｘ１ ＝ ｘ２ ＝ －
ｂ
２ａ
；

（３）当 ｂ２ － ４ａｃ ＜ ０ 时， ｂ２ － ４槡 ａｃ 在实数范围内无意

义，因此方程没有实数根．
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可见，一元二次方程 ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０（ａ≠ ０）根的情况

由 ｂ２ － ４ａｃ 来确定． 我们把 ｂ２ － ４ａｃ 叫做一元二次方程
ａｘ２ ＋ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０（ａ≠ ０）根的判别式，通常用符号“Δ”来表

示，即 Δ ＝ ｂ２ － ４ａｃ．

一般地，一元二次方程 ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０　 （ａ≠ ０），

当 Δ ＞０ 时，有两个不相等的实数根；

当 Δ ＝０ 时，有两个相等的实数根；

当 Δ ＜０ 时，没有实数根．

例　 不解方程，判别下列方程根的情况：

（１）５ｘ２ － ３ｘ － ２ ＝ ０；

（２）２５ｙ２ ＋ ４ ＝ ２０ｙ；

（３）２ｘ２ ＋槡３ｘ ＋ １ ＝ ０．

解　 （１）因为 Δ ＝ （－ ３）２ － ４ × ５ ×（－ ２）＝ ４９ ＞ ０，

所以原方程有两个不相等的实数根．

（２）原方程可变形为

２５ｙ２ － ２０ｙ ＋ ４ ＝ ０．

因为 Δ ＝ （－ ２０）２ － ４ × ２５ × ４ ＝ ０，

所以原方程有两个相等的实数根．

（３）因为 Δ ＝ （槡３）２ － ４ × ２ × １ ＝ － ５ ＜ ０，

所以原方程没有实数根．

１ 不解方程，判别下列方程根的情况：

（１）２ｘ２ － ５ｘ － ４ ＝ ０；

（２）７ｔ２ － ５ｔ ＋ ２ ＝ ０；

（３）ｘ（ｘ ＋ １）＝ ３；

（４）３ｙ２ ＋ ２５ ＝ 槡１０ ３ｙ．
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２ 已知关于 ｘ 的方程 ｘ２ － ３ｘ ＋ ｋ ＝ ０，问 ｋ 取何值时，这个方程：

（１）有两个不相等的实数根？

（２）有两个相等的实数根？

（３）没有实数根？

习题 １７． ３　

１ 不解方程，判别下列方程根的情况：

（１）４ｙ（ｙ － １）＋ １ ＝ ０；　 　 　 　 　 　 　 　

（２）０． ２ｘ２ － ５ ＝ ３
２
ｘ；

（３）２ｙ２ ＋ ４ｙ ＋ ３５ ＝ ０；

（４）ｘ２ ＋ ０． ０９ ＝ ０． ６ｘ．

２ 求证：关于 ｘ 的方程 ｘ２ ＋（２ｋ ＋ １）ｘ ＋ ｋ － １ ＝ ０ 有两个不相等的实数根．

３ ｋ 取什么值时，关于 ｘ 的方程 ４ｘ２ －（ｋ ＋２）ｘ ＋ ｋ －１ ＝ ０有两个相等的实数根？求

出这时方程的根．

４ 关于 ｘ 的一元二次方程 （ｍ － １）ｘ２ － ２ｍｘ ＋ ｍ ＝ ０ 有实数根，求 ｍ 的取值范围．

５ 求证：关于 ｘ 的方程ｘ
２

２
＋（ｍ ＋ １）ｘ ＋ ｍ２ ＋ ｍ ＋ １ ＝ ０ 没有实数根．
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１７．４ 一元二次方程的根与系数的关系

在前面 １７． ２ 节中，我们学过，一元二次方程的每

一个根都可由它的各项系数通过运算得到．

进一步，你是否注意到每个方程中的两根之和

（ｘ１ ＋ｘ２）、两根之积（ｘ１ｘ２）与该方程的各项系数之间

有怎样的关系？填写下表，然后观察根与系数的关系：

方　 　 程 ｘ１ ｘ２ ｘ１ ＋ｘ２ ｘ１ ｘ２

ｘ２ ＋ ２ｘ － １５ ＝ ０

３ｘ２ － ４ｘ ＋ １ ＝ ０

２ｘ２ － ５ｘ ＋ １ ＝ ０

　 　 根据你的观察，猜想：方程 ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０（ａ≠
０）的根如果是 ｘ１，ｘ２，那么 ｘ１ ＋ｘ２ ＝ 　 　 　 　 ，ｘ１ｘ２ ＝

　 　 　 　 ．

你能证明上面的猜想吗？

我们知道，一元二次方程 ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０（ａ ≠ ０）的两
根为

ｘ１ ＝
－ ｂ ＋ ｂ２ －４槡 ａｃ

２ａ
，ｘ２ ＝

－ ｂ － ｂ２ －４槡 ａｃ
２ａ

，

所以 ｘ１ ＋ ｘ２ ＝
－ ｂ ＋ ｂ２ － ４槡 ａｃ

２ａ
＋ － ｂ － ｂ２ － ４槡 ａｃ

２ａ
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＝ － ２ｂ
２ａ

＝ － ｂ
ａ
；

ｘ１ｘ２ ＝
－ ｂ ＋ ｂ２ － ４槡 ａｃ

２ａ
·
－ ｂ － ｂ２ － ４槡 ａｃ

２ａ

＝ （－ ｂ）
２ －（ ｂ２ － ４槡 ａｃ）２

４ａ２
＝ ４ａｃ
４ａ２

＝ ｃ
ａ
．

由此得出，一元二次方程的根与系数之间存在下列关系：

如果 ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０（ａ≠ ０）的两个根为 ｘ１，ｘ２，那

么 ｘ１ ＋ ｘ２ ＝ －
ｂ
ａ
，ｘ１ｘ２ ＝

ｃ
ａ
．

这个关系通常称为韦达定理（Ｖｉｅｔａｓ ｔｈｅｏｒｅｍ）．

当一元二次方程的二次项系数为 １时，它的标准形式为
ｘ２ ＋ ｐｘ ＋ ｑ ＝ ０． 设它的两个根为 ｘ１，ｘ２，这时韦达定理
应是：

ｘ１ ＋ ｘ２ ＝ － ｐ，ｘ１ｘ２ ＝ ｑ．

例 １　 已知关于 ｘ 的方程 ２ｘ２ ＋ ｋｘ － ４ ＝ ０ 的一个根是
－ ４，求它的另一个根及 ｋ 的值．

解　 设方程的另一个根是 ｘ２，则

－ ４ ＋ ｘ２ ＝ －
ｋ
２
，

－ ４ｘ２ ＝ －
４
２









 ．

解方程组，得　
ｘ２ ＝

１
２
，

ｋ ＝ ７
{

．

答：方程的另一个根为
１
２
，ｋ 的值为 ７．

例 ２　 方程 ２ｘ２ － ３ｘ ＋ １ ＝ ０ 的两个根记作 ｘ１，ｘ２，不解

方程，求 ｘ１ －ｘ２ 的值．

解　 由韦达定理，得

　 　 　 　 　 　 　
　 　 本题还有别

的解法吗？
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ｘ１ ＋ ｘ２ ＝
３
２
，　 ｘ１ｘ２ ＝

１
２
．

（ｘ１ － ｘ２）２ ＝ （ｘ１ ＋ ｘ２）２ － ４ｘ１ｘ２

＝ ( )３２
２
－ ４ ×

１
２
＝
１
４
．

∴ 　 ｘ１ － ｘ２ ＝ ±
１
２
．

１ 下列各方程中，两根之和与两根之积各是多少？

（１）ｘ２ － ３ｘ ＋ １ ＝ ０；　 　 　 　 　 　 　 　 　

（２）３ｘ２ － ２ｘ － ２ ＝ ０；

（３）２ｘ２ － ９ｘ ＋ ５ ＝ ０；

（４）４ｘ２ － ７ｘ ＋ １ ＝ ０；

（５）２ｘ２ ＋ ３ｘ ＝ ０；

（６）３ｘ２ ＝ １．

２ 判定下列各方程后面括号内的两个数是不是它的两个根．

（１）ｘ２ ＋ ５ｘ ＋ ４ ＝ ０，（１，４）；

（２）ｘ２ － ６ｘ － ７ ＝ ０，（－ １，７）；

（３）２ｘ２ － ３ｘ ＋ １ ＝ ０， １
２
，( )１ ；

（４）３ｘ２ ＋ ５ｘ － ２ ＝ ０，－ １
３
，( )２ ；

（５）ｘ２ － ８ｘ ＋ １１ ＝ ０，（４ －槡５，４ ＋槡５）．

３ 已知关于 ｘ 的方程 ３ｘ２ － １９ｘ ＋ ｍ ＝ ０ 的一个根是 １，求它的另一个根及 ｍ 的值．

４ 设 ｘ１，ｘ２ 是方程 ２ｘ２ ＋ ４ｘ － ３ ＝ ０ 的两个根，利用根与系数的关系，求下列各式的值．

（１）（ｘ１ ＋ １）（ｘ２ ＋ １）；　 　 　 　

（２）１
ｘ１
＋ １
ｘ２
．



４０　　　
第 １７ 章 　 一元二次方程 　

习题 １７． ４　

１ 若长方形的长和宽是方程 ４ｘ２ －１２ｘ ＋３ ＝ ０的两个根，求该长方形的周长和面积．

２ 不解方程，试说明一元二次方程 ３ｘ２ －５ｘ ＝ ７必有实数根，并求出两根之和与两根之积．

３ 已知关于 ｘ 的方程 ２ｘ２ ＋ ｍｘ － ３ ＝ ０ 的一个根是 １２
，求它的另一个根及 ｍ 的值．

４ 已知关于 ｘ的方程 ｘ２ ＋ｍｘ ＋２ｍ －ｎ ＝ ０的根为 ２，且根的判别式为 ０，求 ｍ，ｎ的值．

５ 已知两数的和为 ２，积为 －２，求这两个数．
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１７．５ 一元二次方程的应用
　 　 例 １　 １７． １ 节中的问题 ２．

解　 设小路的宽是 ｘ ｍ．根据题意，得

３２ × ２０ －（３２ｘ ＋ ２ × ２０ｘ）＋ ２ｘ２ ＝ ５７０．

整理，得

ｘ２ － ３６ｘ ＋ ３５ ＝ ０．

（ｘ － １）（ｘ － ３５）＝ ０．

∴ 　 ｘ１ ＝ １，ｘ２ ＝ ３５．

结合题意，ｘ ＝ ３５ 不可能，因此，只能取 ｘ ＝１．

答：所求小路的宽应为 １ ｍ．

例 ２　 原来每盒 ２７ 元的一种药品（图 １７ ３），经两次降

价后每盒售价为 ９ 元．求该药品两次降价的平均降价率是多

少？（精确到 １％）

解　 设该种药品两次平均降价率是 ｘ．根据题意，得

２７（１ － ｘ）２ ＝ ９．

整理，得

（１ － ｘ）２ ＝ １
３
．

解这个方程，得

ｘ１ ≈ １． ５８，ｘ２ ≈ ０． ４２．

ｘ１ ≈ １． ５８ 不合题意，所以 ｘ ≈ ０． ４２．

答：该药品两次降价的平均降价率约是 ４２％ ．

图　 １７ ３
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例 ３　 如图 １７ ４，一农户原来种植的花生，每公顷产

量为 ３ ０００ ｋｇ，出油率为 ５０％（即每 １００ ｋｇ 花生可加工出

花生油 ５０ ｋｇ）． 现在种植新品种花生后，每公顷收获的花

生可加工出花生油 １ ９８０ ｋｇ，已知花生出油率的增长率是

产量增长率的
１
２
．求新品种花生产量的增长率． 　 　 　

图　 １７ ４
　 　 　 　 　

分析：设新品种花生产量的增长率为 ｘ，则新品种花生

出油率的增长率为
１
２
ｘ，根据“新品种花生每公顷产量 ×新品

种花生出油率 ＝１ ９８０”可列出方程．

解　 设新品种花生产量的增长率为 ｘ．根据题意，得

３ ０００（１ ＋ ｘ）· ５０％ １ ＋ １
２( )[ ]ｘ ＝ １ ９８０．

解方程，得　 ｘ１ ＝ ０． ２ ＝ ２０％，ｘ２ ＝ － ３． ２（不合题意，

舍去）．

答：新品种花生产量的增长率为 ２０％ ．

例 ４　 正方形金属片一块，将其四个角各截去一个相同

大小的小正方形，围成高 ２０ ｃｍ，容积为 ２ ８８０ ｃｍ３ 的开口方

盒．问原金属片的边长是多少？
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图　 １７ ５

解　 设原金属片的边长为 ｘ ｃｍ，则方盒的底边长是
（ｘ －４０）ｃｍ．

根据题意，得

２０（ｘ － ４０）２ ＝ ２ ８８０．

整理，得

（ｘ － ４０）２ ＝ １４４．

解方程，得

ｘ１ ＝ ５２，ｘ２ ＝ ２８．

ｘ２ ＝ ２８ 不合题意，所以 ｘ ＝ ５２．

答：原金属片的边长是 ５２ ｃｍ．

建立方程解决实际问题可能出现分式方程，如：

例 ５　 一组学生组织春游，预计共需费用 １２０ 元．后来

又有 ２ 人参加进来，费用不变，这样每人可少分摊 ３ 元．问原

来这组学生的人数是多少？

分析：设原来这组学生的人数是 ｘ 人，则把题中信息整

理成下表：

总费用 ／元 人数 ／人 每人费用 ／元

原　 来 １２０ ｘ １２０
ｘ

现　 在 １２０ ｘ ＋２ １２０
ｘ ＋２
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　 　 本题的等量关系是：

原来这组学生每人分摊的费用－加人后该组学生每人

分摊的费用 ＝３ 元．

由此可得方程．

解　 设原来这组学生的人数是 ｘ 人，那么每人分摊的费

用是
１２０
ｘ 元

，增加 ２ 人后这组学生每人分摊的费用是 １２０ｘ ＋２元
．

根据增加 ２ 人后每人可少分摊 ３ 元，得

１２０
ｘ
－ １２０
ｘ ＋ ２

＝ ３．

方程两边同乘以 ｘ（ｘ ＋２），整理，得

ｘ２ ＋ ２ｘ － ８０ ＝ ０．

解这个方程，得

ｘ１ ＝ － １０，ｘ２ ＝ ８．

经检验，ｘ１ ＝ －１０，ｘ２ ＝ ８都是原方程的根，但 ｘ１ ＝ －１０

不合题意，所以取 ｘ ＝ ８．

答：原来这组学生是 ８ 人．

１ 如果两个连续偶数的积是 ２８８，求这两个数．

２ 一根水管因使用日久，内壁均匀地形成一层厚 ３ ｍｍ 的附着物，而导致流通截面减少

至原来的
４
９
．求这根水管原来的内壁直径．

３ 某磷肥厂去年 ４ 月份生产磷肥 ５００ ｔ；因管理不善，５ 月份的磷肥产量减少了 １０％；从 ６ 月

份起强化了管理，产量逐月上升，７ 月份产量达到 ６４８ ｔ ．求该厂 ６ 月份、７ 月份产量的月

平均增长率．

　 　 　 　 　 　 　

　 　 解分式方程

应用题时，所得

根不仅要检验根

是否为增根，还

要考虑它是否符

合题意．
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习题 １７． ５　

（第 １ 题）

１ 在没有空气阻力的条件下，自由下落物体的下落距离 ｈ （单

位：ｍ）与下落时间 ｔ （单位：ｓ）有如下关系：

ｈ ＝ ４． ９ｔ２ ．

今有一铁球从 ｈ ＝ ４４． １ ｍ 的高处自由落下（如图），求铁球

落到地面所用的时间．

２ 一个两位数，个位上的数字比十位上的数字大 ３，且个位上

数字的平方等于这个两位数，求这个两位数．

３ 有一张长方形的桌子，长 ２ ｍ，宽 １ ｍ，将一块长方形桌布铺在桌面上时，各边垂

下的长度相同，并且桌布的面积是桌面面积的 ２ 倍 ．求桌布的长和宽各是多少？

４ 某中学开展植树活动，连续四年共植树 １ ９９９ 棵．已知第一年植树 ３４４ 棵，第二年

植树 ５００ 棵．如果第三年和第四年植树棵数的增长率相同，那么该校第三年和第

四年各植树多少棵？

５ 把 １９５ 张图片平均分给若干名学生，已知每人分得的图片数比人数少 ２．问学生有

多少人？

６ 果园内种了 ６００ 棵橘子树，每行所种的棵数比行数的 ２ 倍少 １０，问每行种多少棵

橘子树？

一元高次方程

公元 ９ 世纪，阿拉伯数学家已经得到了一般形式的一元二次

方程 ｘ２ ＋ ｐｘ ＋ ｑ ＝ ０ 的求根公式

ｘ ＝ － ｐ
２
± ｐ( )２

２

槡
－ ｑ．

从公元 １５ 世纪起，欧洲数学家们开始寻找一元三次方程的

求根公式． １５４５ 年，意大利数学家卡尔丹在他的《大法》一书中，公

开了意大利的另一位数学家塔尔塔里亚发现的一元三次方程的
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求根公式．同时，卡尔丹的学生费尔拉里在他的指导下，圆满地得

出了一元四次方程的求根公式．

对于五次及五次以上的一元高次方程情形如何呢？１８２４ 年，

年仅 ２２ 岁的挪威数学家阿贝尔成功地证明：五次及五次以上的

一般形式的一元高次方程用根式求解是不可能的，即不能仅仅依

靠对其系数施以加减乘除与开方而获解． 在阿贝尔证明之后，数

学家面临的问题是：什么样的特殊方程可以用根式求解呢？法国

数学家伽罗瓦，在 １８２９ ～ １８３１ 年间完成的几篇论文中，给出了判

别方程是否可用根式求解的充分必要条件，从而宣告这一困扰了

数学家 ３００ 年的难题的彻底解决．伽罗瓦的工作可以看成是近世

代数的开端，这不仅是因为它解决了方程是否可用根式求解这个

难题，更重要的是“群”的概念的引进引发了代数学在对象、内容

和方法上的深刻变革．

一、内容整理

二、主要知识回顾

１． 一元二次方程的一般形式是 ａｘ２ ＋ ｂｘ ＋ ｃ ＝ ０，其中 ａ ≠ ０．

２． 一元二次方程的解法有：

　 ．

３． 一元二次方程根的判别式有什么作用？
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　 　４． 一元二次方程的根与系数有怎样的关系？

三、自评与互评

１． 我们已经学习了一元一次方程、一元二次方程、二元一次方程组及一

元一次不等式、一元一次不等式组，就它们的共同特征及它们之间的相互关系

作一个书面总结，和同学进行交流．

２． 利用方程（组）解决实际问题的关键是什么？结合本章的学习，谈谈你

的体会！

３． “化归方法”是一种重要的数学思想方法，在本章学习中不止一次用

到，你能总结一下前面还有哪些地方也用到过这种方法吗？

１ 解下列方程：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　（１）ｘ２ ＝ ６４；　 （２）ｘ２ ＝ ８；

（３）（３ｘ ＋ ２）２ ＝ ４（ｘ － ３）２；　 （４）槡２ｙ
２ － ３ｙ ＝ ０；

（５）（２ｘ ＋ １）２ ＝ ２ｘ ＋ １．

２ 用配方法解下列方程：

（１）ｘ２ － ｘ － １ ＝ ０；　 　 　 （２）３ｘ２ ＝ － １ － ５ｘ；

（３）５ｙ － ８４ ＋ ｙ２ ＝ ０； （４）２ｘ２ ＋槡３ｘ ＝ ３．

３ 用公式法解下列方程：

（１）ｘ２ ＋ ２ ＝ 槡２ ２ｘ；

（２）９ｘ２ ＋ ４ ＝ １２ｘ；

（３）（２ｘ － １）２ － ５ ＝ ｘ（ｘ － ５）；

（４）ｙ － ｙ
２ － １
２

＝ １．

４ 用适当方法解下列方程：

（１）ｘ２ ＋ ６ｘ － ５ ＝ ０；　 　 　

（２）（ｘ ＋ ３）（ｘ － ３）＝ ２；
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　 （３）（ｔ －槡２）
２ ＋ 槡４ ２ｔ ＝ ０；

（４）３ｘ（ｘ － １）＝ ２ － ２ｘ．

５ 已知关于 ｘ 的方程 ２ｘ２ － ５ｘ ＋ ｋ ＝ ０ 的一个根是 １．

（１）求 ｋ 的值；

（２）解这个方程．

６ 设 ｘ１，ｘ２ 是方程 ２ｘ２ ＋ ５ｘ － ７ ＝ ０ 的两个根，不解方程，求下列式子的值．

（１）ｘ２１ ＋ ｘ２２；

（２）
ｘ２
ｘ１
＋
ｘ１
ｘ２
．

７ 有一块长 ２５ ｃｍ、宽 １５ ｃｍ 的长方形硬纸板，如果在纸板的四个角上各截去一个相

同大小的小正方形，然后把四边折起来，做成一个底面积为 ２３１ ｃｍ２ 的无盖长方

体盒子．求截去的小正方形的边长．

８ 某商厦 １０ 月份的营业额是 ５０ 万元，第四季度的营业额是 １８２ 万元．问第四季度后

两个月的月平均营业额的增长率是多少？

１ 已知 ｙ ＝ ｘ２ － ２ｘ － ３．

（１）ｘ 是什么数时，ｙ ＝０？

（２）ｘ 是什么数时，ｙ ＝ －４？

２ 有三个连续奇数，已知它们的平方和等于 ２５１，求这三个数．

３ 已知：关于 ｘ 的一元二次方程（ｂ － ｃ）ｘ２ ＋（ｃ － ａ）ｘ ＋（ａ － ｂ）＝ ０有两个相等的

实数根．求证：２ｂ ＝ ａ ＋ ｃ．

４ 要建一个面积为 １５０ ｍ２ 的长方形养鸡场，为了节省材料，养鸡场的一边利用原有

的一道墙，另三边用铁丝网围成，如果铁丝网的长为 ３５ ｍ．

（１）若墙足够长，则养鸡场的长与宽各为多少？

（２）若给定墙长为 ａ ｍ，则墙长 ａ 对题目的解是否有影响？
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５ 如图，ＯＡ ＝ ＯＢ ＝ ５０ ｃｍ，ＯＣ 是一条射线，ＯＣ⊥ ＡＢ，一小虫由点 Ａ 以 ２ ｃｍ ／ ｓ 的

速度向 Ｂ 爬行，同时另一小虫由点 Ｏ 以 ３ ｃｍ ／ ｓ 的速度沿 ＯＣ 爬行，则在几秒时，

两小虫所在位置与点 Ｏ 组成的三角形的面积等于 ４５０ ｃｍ２？

（第 ５ 题）

６ 某公司实行年薪工资制，职工的年薪工资由基本工资、工龄工资和岗位工资三项

组成，具体规定如下：

项　 　 目 第一年的工资（万元） 一年后的计算方法

基本工资 ２ 每年增长率相同

工龄工资 ０． ０８ 每年增加 ０． ０８ 万元

岗位工资 ０． ２７６ ８ 固定不变

　 （１）设基本工资每年增长率为 ｘ，用含 ｘ 的代数式表示第三年的基本工资；

（２）某人在公司工作了 ３ 年，他这 ３ 年拿到的工龄工资和岗位工资正好是这 ３ 年

基本工资总额的 １８％，问基本工资每年的增长率是多少？

（第 ７ 题）

７ 在一次象棋比赛中，实行单循环赛制（即每个选手

都与其他选手比赛一局），每局赢者记 ２ 分，负者

记 ０ 分，如果平局，两个选手各记 １ 分． 今有 ４ 个

同学统计了比赛中全部选手的得分总和，结果分

别为２ ００５，２ ００４，２ ０７０，２ ００８，经核实确定只有一

位同学统计正确，试计算这次比赛中共有多少名

选手参赛．

８ 一小艇顺流航行 ２４ ｋｍ 到达目的地，然后逆流回到出发地，航行时间共 ６ ｈ．已知

水流速度是 ３ ｋｍ ／ ｈ．求小艇在静水中的速度．
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９ 某商店以 ２ ４００ 元购进一种盒装茶叶，第一个月每盒按进价增加 ２０％作为售价，

售出 ５０ 盒．第二个月每盒以低于进价 ５ 元作为售价，售完余下的茶叶．全部售完

后共盈利 ３５０ 元，求每盒茶叶的进价．

１０ 一商店用 １ ８００ 元买进玩具若干个，其中有 ２ 个损坏无法出售，剩余的每个以比

进价多 ５ 元的价格出售．若剩余的全部卖完，则这批玩具共赚 ４００ 元．问这批玩

具每个进价是多少元？共买进了多少个玩具？
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勾股定理

１８．１ 　 勾股定理

１８．２ 　 勾股定理的逆定理
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１８．１ 勾股定理

在行距、列距都是 １ 的方格网中，任意作出几个

以格点为顶点的直角三角形，分别以三角形的各边

为正方形的一边，向形外作正方形，如图 １８ １．并以
Ｓ１，Ｓ２ 与 Ｓ３ 分别表示几个正方形的面积．

图　 １８ １

观察图 １８ １（１），并填写：

Ｓ１ ＝　 　 　 个单位面积；

Ｓ２ ＝　 　 　 个单位面积；

Ｓ３ ＝　 　 　 个单位面积．

观察图 １８ １（２），并填写：

Ｓ１ ＝　 　 　 个单位面积；

Ｓ２ ＝　 　 　 个单位面积；



５３　　　
　 １８ ． １　 勾股定理

Ｓ３ ＝　 　 　 　 个单位面积．

图 １８ １（１），（２）中三个正方形面积之间有怎样

的关系，用它们的边长表示，是： 　 ．

通过上面的探究，你能发现直角三角形三边的长之间有

怎样的关系吗？

定理　 直角三角形两条直角边的平方和，等于斜边的平方．

我国古代把直角三角形中较短的直角边称为勾，较长的

直角边称为股，斜边称为弦．因此，我们称上述定理为勾股定

理，国外称为毕达哥拉斯定理（Ｐｙｔｈａｇｏｒａｓ ｔｈｅｏｒｅｍ）．

如果直角三角形的两直角边用 ａ，ｂ 表示，斜边用 ｃ 表

示，那么勾股定理可表示为

ａ２ ＋ ｂ２ ＝ ｃ２ ．

下面，用面积计算来证明这个定理．

已知：如图 １８ ２（１），在 Ｒｔ△ＡＢＣ 中，∠Ｃ ＝ ９０°，

ＡＢ ＝ ｃ，ＢＣ ＝ ａ，ＡＣ ＝ ｂ．

求证：ａ２ ＋ ｂ２ ＝ ｃ２ ．

图　 １８ ２

证明　 取 ４ 个与 Ｒｔ△ＡＢＣ 全等的直角三角形，把它们

拼成如图 １８ ２（２）所示的边长为 ａ ＋ｂ 的正方形 ＥＦＧＨ．

从图中可见，Ａ１Ｂ１ ＝ Ｂ１Ｃ１ ＝ Ｃ１Ｄ１ ＝ Ａ１Ｄ１ ＝ ｃ．因为

　 　 汉代数学家

赵爽把勾股定理

叙述成：勾股各自

乘，并之为弦实，

开方除之即弦．
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∠Ｂ１Ａ１Ｅ ＋∠Ａ１Ｂ１Ｅ ＝ ９０°，而 ∠Ａ１Ｂ１Ｅ ＝ ∠Ｄ１Ａ１Ｈ，因此

∠Ｂ１Ａ１Ｅ ＋ ∠Ｄ１Ａ１Ｈ ＝ ９０°，∠Ｄ１Ａ１Ｂ１ ＝ ９０°． 同 理：

∠Ａ１Ｂ１Ｃ１ ＝ ∠Ｂ１Ｃ１Ｄ１ ＝ ∠Ｃ１Ｄ１Ａ１ ＝ ９０°，所以四边形
Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 是边长为 ｃ 的正方形．

正方形 ＥＦＧＨ 和正方形 Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 的面积分别记作
Ｓ正方形ＥＦＧＨ和 Ｓ正方形Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１，则

Ｓ正方形ＥＦＧＨ － ４Ｓ△ＡＢＣ ＝ Ｓ正方形Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１，

即 （ａ ＋ ｂ）２ － ４ ×
１
２
ａｂ ＝ ｃ２ ．

化简，得

ａ２ ＋ ｂ２ ＝ ｃ２ ．

例 １　 现有一楼房发生火灾，消防队员决定用消防车上

的云梯救人，如图 １８ ３（１）． 已知云梯最多只能伸长到
１０ ｍ，消防车高 ３ ｍ．救人时云梯伸至最长，在完成从 ９ ｍ 高

处救人后，还要从 １２ ｍ 高处救人，这时消防车要从原处再向

着火的楼房靠近多少米？（精确到 ０． １ ｍ）

图　 １８ ３

分析：如图 １８ ３（２），设 Ａ 是云梯的下端点，ＡＢ 是伸长

后的云梯，Ｂ 是第一次救人的地点，Ｄ 是第二次救人的地点，

过点 Ａ 的水平线与楼房 ＥＤ 的交点为 Ｏ． 则ＯＢ ＝９ － ３ ＝

６（ｍ），ＯＤ ＝ １２ － ３ ＝ ９（ｍ）．



５５　　　
　 １８ ． １　 勾股定理

根据勾股定理，得

ＡＯ２ ＝ ＡＢ２ － ＯＢ２ ＝ １０２ － ６２ ＝ ６４．

解方程，得 ＡＯ ＝ ８（ｍ）．

设 ＡＣ ＝ ｘ，则 ＯＣ ＝ ８ － ｘ，于是根据勾股定理，得

ＯＣ２ ＋ ＯＤ２ ＝ ＣＤ２，

即 （８ － ｘ）２ ＋ ９２ ＝ １０２，

从而可以解出 ｘ．

请根据上述分析写出解题过程．

例 ２ 　 已知：如图 １８ ４，在 Ｒｔ△ＡＢＣ 中，两直角边
ＡＣ ＝ ５，ＢＣ ＝ １２． 求斜边上的高 ＣＤ的长．

解　 在 Ｒｔ△ＡＢＣ中，

ＡＢ２ ＝ ＡＣ２ ＋ ＢＣ２ ＝ ５２ ＋ １２２ ＝ １６９，

ＡＢ ＝槡１６９ ＝ １３．

又　 ∵ Ｒｔ△ＡＢＣ的面积

Ｓ△ＡＢＣ ＝
１
２
ＡＣ·ＢＣ ＝

１
２
ＡＢ·ＣＤ，

∴ 　 ＣＤ ＝
ＡＣ·ＢＣ
ＡＢ

＝
５ × １２
１３

＝
６０
１３
．

（第 ２ 题）

１ 在 △ＡＢＣ 中，∠Ｃ ＝ ９０°，ＡＢ ＝ ｃ，ＢＣ ＝ ａ，ＡＣ ＝ ｂ．

（１）ａ ＝ ６，ｂ ＝ ８，求 ｃ；

（２）ａ ＝ ８，ｃ ＝ １７，求 ｂ．

２ 如图，楼梯的高度为 ２ ｍ，楼梯坡面的长度为 ４ ｍ，要在楼

梯的表面铺上地毯，那么地毯的长度至少需要多少米？

（精确到 ０． １ ｍ）

图　 １８ ４
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（第 ３ 题）

３． （１）如图，长 ３ ｍ 的梯子斜靠着墙，梯子底端离墙底 ０． ６ ｍ，问梯

子顶端离地面多少米？（精确到 ０． １ ｍ）

（２）题（１）中，若梯子的顶端自墙面下滑了 ０． ９ ｍ，那么梯子的底

端沿地面向外滑动的距离是否也为 ０． ９ ｍ？说明理由．

４ 我国古代数学专著《九章算术》中记录了一个问题，其大致意思

是说：有一个水面是边长为 １０ 尺的正方形水池，中央生长有一

根芦苇，它露出水面部分高 １ 尺，如果把它拉向最近的岸边，芦苇

仍伸直而顶端恰好到达岸边的水面，求池水深和芦苇的长．

尺为当时的计量单位，１ 尺 ＝
１
３( )ｍ

　 　 长度为正整数的算术平方根的线段，可以用尺规作图的方

法作出来．下面介绍一种有趣的方法，你能说出其中的道理吗？

图　 １８ ５

取 ＯＡ１ ＝ １ ＝槡１，作Ｒｔ△ＯＡ１Ａ２，

使 ＯＡ１ ⊥ Ａ１Ａ２，Ａ１Ａ２ ＝ ＯＡ１ ＝ １，则

ＯＡ２ ＝槡２，如图 １８ ５；

过点 Ａ２，在 Ｒｔ△ＯＡ１Ａ２ 外作

Ａ２Ａ３ ⊥ ＯＡ２，且取 Ａ２Ａ３ ＝ １，连接

ＯＡ３，则 ＯＡ３ ＝槡３；

……

如上继续下去，可以作出长度为

任一正整数的算术平方根的线段．
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习题 １８． １　

１ 在△ＡＢＣ 中，∠Ｃ ＝ ９０°，填空：

（１）如果 ＡＢ ＝ １０，ＢＣ ∶ ＡＣ ＝ ３ ∶ ４，那么 ＢＣ ＝ 　 　 　 　 ，ＡＣ ＝ 　 　 　 　 ；

（２）如果 ＡＣ ＝ １，∠Ｂ ＝ ３０°，那么 ＡＢ ＝ 　 　 　 　 ，ＢＣ ＝ 　 　 　 　 ．

２ 已知：在△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ＡＣ ＝ １７，ＢＣ ＝ １６．求 △ＡＢＣ 的高 ＡＤ 的长．

３ 已知直角三角形的三边长是三个连续自然数，求三边长．

４ 求边长为 ａ 的等边三角形的面积．

５ 如图，从电线杆上离地面 ｈ ＝８ ｍ 的点 Ａ 处，向地面拉一条长 ｌ ＝１２ ｍ 的缆绳，这

条缆绳拉直后在地面上点 Ｂ 处固定，点 Ｂ 离电线杆底部点 Ｃ 的距离是多少米？

（精确到 ０． １ ｍ）

（第 ５ 题）
　 　 　 　 　 　 　

（第 ６ 题）

６ 如图，要修一个塑料蔬菜大棚，棚宽 ｂ ＝３ ｍ，高 ｈ ＝１． ５ ｍ，长 ｌ ＝１０ ｍ．求覆盖在顶

上的长方形塑料薄膜需要多少平方米？（精确到 ０． １ ｍ２）

（第 ７ 题）

７ 如图，在甲村到乙村的公路旁有一块山地正在开发，现有 Ａ

处需要爆破．已知点 Ａ 与公路上的停靠站 Ｂ，Ｃ 的距离分别

为 ４００ ｍ 和 ３００ ｍ，且 ＡＣ⊥ＡＢ．为了安全起见，如果爆破点

Ａ 周围半径 ２５０ ｍ 的区域内不能有车辆和行人，问在进行

爆破时，公路 ＢＣ 段是否需要暂时封闭？为什么？
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１８．２ 勾股定理的逆定理

　 　 １ 据说，几千年前的古埃及人就已经知道，在一根绳子上连续打上等

距离的 １３ 个结，然后，用钉子将第 １ 个与第 １３ 个结钉在一起，拉紧绳子，再

图　 １８ ６
　 　 　

图　 １８ ７

在第 ４ 个和第 ８ 个结处各钉

上一个钉子，如图 １８ ６． 这

样围成的三角形中，最长边

所对的角就是直角．

２ 用 圆 规、直 尺 作

△ＡＢＣ，使 ＡＢ ＝ ５，ＡＣ ＝ ４，

ＢＣ ＝ ３，如图 １８ ７，量一量

∠Ｃ，它是 ９０°吗？

为什么用上面三条线段围成的三角形，就一定是直角三角形呢？

　 　 勾股定理的逆定理　 如果三角形两边的平方和等于第

三边的平方，那么这个三角形是直角三角形．

例 １　 根据下列三角形的三边 ａ，ｂ，ｃ 的值，判断△ＡＢＣ

是不是直角三角形．如果是，指出哪条边所对的角是直角．
（１）ａ ＝ ７，ｂ ＝ ２４，ｃ ＝ ２５；
（２）ａ ＝ ７，ｂ ＝ ８，ｃ ＝ １１．

解　 （１）∵ 　 最大边是 ｃ ＝ ２５，ｃ２ ＝ ６２５，
ａ２ ＋ ｂ２ ＝ ７２ ＋ ２４２ ＝ ６２５，

∴ 　 ａ２ ＋ ｂ２ ＝ ｃ２ ．
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　 　 　 　 ∴ △ＡＢＣ是 直角三角形，最大边 ｃ 所对的角是

直角．

（２）∵ 　 最大边是 ｃ ＝ １１，ｃ２ ＝ １２１，

ａ２ ＋ ｂ２ ＝ ７２ ＋ ８２ ＝ １１３，

∴ 　 ａ２ ＋ ｂ２ ≠ ｃ２ ．

∴ 　 △ＡＢＣ不是直角三角形．

例 ２　 已知：在△ＡＢＣ中，三条边长分别为 ａ ＝ ｎ２ －１，

ｂ ＝ ２ｎ，ｃ ＝ ｎ２ ＋ １（ｎ ＞ １）． 求证：△ＡＢＣ为直角三角形．

证明　 ∵ 　 ａ２ ＋ ｂ２ ＝ （ｎ２ － １）２ ＋（２ｎ）２

＝ ｎ４ － ２ｎ２ ＋ １ ＋ ４ｎ２

＝ ｎ４ ＋ ２ｎ２ ＋ １

＝ （ｎ２ ＋ １）２ ＝ ｃ２，

∴ 　 △ＡＢＣ为直角三角形． （勾股定理的逆定理）

能够成为直角三角形三条边长度的三个正整数，称为勾

股数．

１ 判断下列三边组成的三角形是不是直角三角形：

（１）ａ ＝ ２，ｂ ＝ ３，ｃ ＝ ４． （　 　 ）

（２）ａ ＝ ９，ｂ ＝ ７，ｃ ＝ １２． （　 　 ）

（３）ａ ＝ ２５，ｂ ＝ ２０，ｃ ＝ １５． （　 　 ）

２ 除 ３，４，５ 外，再写出 ３ 组勾股数．

３ 在△ＡＢＣ 中，三边长 ａ，ｂ，ｃ 满足 （ａ ＋ ｃ）（ａ － ｃ）＝ ｂ２，则△ＡＢＣ 是什么三角形？

４ 给你一根带有刻度的皮尺，你如何用它来判断方桌面的角是直角？
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习题 １８． ２　

１ 以三角形三边为边分别向形外作正方形，正方形的面积分别是 ２５，１５，４０，判断此

（第 ３ 题）

三角形的形状．

２ 已知：△ＡＢＣ 的三边长为 ａ ＝ ９ ｃｍ，ｂ ＝ ４０ ｃｍ，

ｃ ＝ ４１ ｃｍ． 求△ＡＢＣ 的面积．

３ 已知：如图，在四边形 ＡＢＣＤ 中，∠Ｂ ＝ ９０°，

ＡＢ ＝ ３，ＢＣ ＝ ４，ＣＤ ＝ １２，ＡＤ ＝ １３． 求四边形

ＡＢＣＤ 的面积．

４ 已知：在△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ １３ ｃｍ，ＢＣ ＝ １０ ｃｍ，ＢＣ边上的中线 ＡＤ ＝ １２ ｃｍ．求证：

ＡＢ ＝ ＡＣ．

（第 ５ 题）

５ 已知：如图，在△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ２ 槡３，ＡＣ ＝ ２，高

ＡＤ ＝槡３． 求证：∠ＢＡＣ ＝ ９０°．

６ 在△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ｃ，ＢＣ ＝ ａ，ＡＣ ＝ ｂ，若 ａ ∶ ｂ ∶ ｃ ＝

９ ∶ １５ ∶ １２． 试判断△ＡＢＣ 是不是直角三角形．

７ 已 知：ＡＤ 为 △ＡＢＣ 的 高 ． 求 证：ＡＢ２ － ＡＣ２ ＝

ＢＤ２ － ＣＤ２ ．

两点之间的距离公式

如果数轴上的点 Ａ１，Ａ２ 分别表示实数 ｘ１，ｘ２，两点 Ａ１，Ａ２

间的距离记作 ｜ Ａ１Ａ２ ｜，那么
｜ Ａ１Ａ２ ｜ ＝ ｜ ｘ２ －ｘ１ ｜ ．

对于平面上的两点 Ａ１，Ａ２ 间的距离是否有类似的结论呢？

运用勾股定理，就可以推出平面上两点之间的距离公式．
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问题 １　 如图 １８ ８，平面上两点 Ａ（３，０），Ｂ（０，４），如何计

算 Ａ，Ｂ 两点之间的距离 ｜ ＡＢ ｜？

图　 １８ ８
　 　 　 　 　

图　 １８ ９

问题 ２　 如图 １８ ９，平面上两点 Ａ（１，２），Ｂ（５，５），如何计

算这两点之间的距离 ｜ ＡＢ ｜？
问题 ３　 一般地，设平面上任意两点 Ａ（ｘ１，ｙ１）和 Ｂ （ｘ２，ｙ２），

如图 １８ １０，如何计算 Ａ，Ｂ 两点之间的距离 ｜ ＡＢ ｜？

图　 １８ １０

对于问题 ３，作 ＡＡ′⊥ｘ 轴，ＢＢ′⊥ｘ 轴，垂足分别为点 Ａ′，Ｂ′；

作 ＡＡ″⊥ｙ 轴，垂足为 Ａ″；作 ＢＣ⊥ＡＡ′，垂足为点 Ｃ，且延长 ＢＣ 与 ｙ

轴交于点 Ｂ″，则四边形 ＢＢ′Ａ′Ｃ，ＡＣＢ″Ａ″是长方形．

∵ 　 ｜ ＣＡ ｜ ＝　 　 　 　 ＝ 　 　 　 　 ，
　 ｜ ＣＢ ｜ ＝　 　 　 　 ＝ 　 　 　 　 ，

∴ 　 ｜ ＡＢ ｜ ２ ＝ ｜ ＣＢ ｜ ２ ＋ ｜ ＣＡ ｜ ２ ＝ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ．
∴ 　 ｜ ＡＢ ｜ ＝ （ｘ２ － ｘ１）２ ＋（ｙ２ － ｙ１）槡

２ ．

这就是平面直角坐标系中两点之间的距离公式．
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思考　 求下列两点之间的距离：

（１）Ａ（－１，２），Ｂ（－５，－６）；

（２）Ａ（１，－５），Ｂ（７，３）．

勾 股 定 理

２００２ 年，世界数学家大会（ＩＣＭ—２００２）在北京召开，大会的

会徽如图 １８ １１．这个会徽是以我国古代数学家赵爽为证明勾股

定理所作的“弦图”为原型设计的．

图　 １８ １１
　 　 　 　 　 　

图　 １８ １２

据《周髀算经》记载，西周初期周公与大夫商高讨论勾股测量

的对话中，商高答周公问时提到“勾广三，股修四，径隅五”，这是

勾股定理的特例． 同书稍后，另一处叙述周公后人荣方与陈子关

于如何测太阳高度的对话中，则表述了勾股定理的一般形

式：“……以日下为勾，日高为股，勾股各自乘，并而开方除之，得

邪至日．”

１９５５ 年希腊发行了一张邮票（图 １８ １２），邮票上印有关于勾

股定理证明的图案，用来纪念古希腊毕达哥拉斯学派在文化上的

贡献．相传，毕氏在发现这一定理时，曾宰牛百头，广设盛筵，以示

庆贺．据文献记载，在巴比伦、埃及和印度这些文明古国，也很早

都知道应用这个定理了．

对勾股定理的研究，遍及世界许多地方、各种文化背景及各

个历史时期 ． 这个定理的证法之多，在几何学中也是罕见的 ． 欧
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几里得在他的《原本》中提供了一种最早的书面证法，其证法

如下：　 　

如图 １８ １３，在 Ｒｔ△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝ ｃ，ＢＣ ＝ ａ，ＡＣ ＝ ｂ．以

△ＡＢＣ 的三边为边分别向形外作正方形 ＡＢＤＥ，ＢＣＦＧ，ＡＣＨＫ，

再作 ＣＬ ⊥ ＥＤ，垂足为点 Ｌ，且交 ＡＢ 于点 Ｎ，连接 ＫＢ，ＣＥ．

∵ 　 Ｓ△ＡＢＫ ＝
１
２
ＡＫ·ＫＨ ＝

１
２
ｂ２，

Ｓ△ＡＥＣ ＝
１
２
ＡＥ·ＥＬ ＝

１
２
·Ｓ长方形ＡＥＬＮ ．

又　 ∵ 　 △ＡＢＫ △ＡＥＣ，（ＳＡＳ）

∴ 　 Ｓ长方形ＡＥＬＮ ＝ ｂ
２ ．

同理：Ｓ长方形ＢＤＬＮ ＝ａ
２ ．

∴ 　 ａ２ ＋ ｂ２ ＝ Ｓ长方形ＢＤＬＮ ＋ Ｓ长方形ＡＥＬＮ ＝ Ｓ正方形ＡＢＤＥ ＝ ｃ
２ ．

图　 １８ １３
　 　 　

图　 １８ １４

公元 ３ 世纪，我国数学家赵爽在注《周髀算经》中就给出了

它的一个简明证法 ．他把“弦图”（图 １８ １４）中的三角形涂上朱

色，它的面积叫做“朱实”． 四个这样的三角形围成一个正方形，

中间留出一个小正方形空格，涂上黄色，其面积叫做“中黄

实”或叫做“差实”． 由此推出“按弦图，又可以勾股相乘为朱实

二，倍之为朱实四，以勾股之差自相乘为中黄实 ． 加差实，亦成

弦实”． 　 　
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一、内容整理

二、主要知识回顾

１ 勾股定理　 直角三角形两条直角边的平方和，等于斜边的平方．

２ 勾股定理的逆定理　 如果三角形两边的平方和等于第三边的平方，那

么这个三角形是直角三角形．

三、自评与互评

通过本章的学习，进一步认识到数学来源于实践；举出生活中使用勾股定

理的例子，并与同学交流．

１ 已知：△ＡＢＣ 中，∠Ｃ ＝９０°，ＡＢ ＝槡７５，ＢＣ ＝槡２７．求△ＡＢＣ 的周长．

２ 已知：梯形的两条底边长分别为槡１２ ｃｍ，槡２４ ｃｍ，高为槡６ ｃｍ．求梯形的面积．

３ 已知：△ＡＢＣ 中，∠Ｃ ＝９０°，ＢＣ ＝ 槡２ ３ ＋１，ＡＣ ＝ 槡２ ３ －１．求 ＡＢ 及三角形的面积．
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４ 如图，△ＡＢＣ 的三个顶点坐标分别为Ａ（０，２），Ｂ（４，０），Ｃ（６，４），求△ＡＢＣ 的周

长与面积．

（第 ４ 题）

５ 立在地上的旗杆，有一根绳子从杆顶垂下，绳碰到地面后还余 ３ ｍ，把绳的着地端

沿地面移动到离杆 ９ ｍ 远的一点，恰好把绳子拉直，问这根旗杆有多高？

６ 一艘轮船以 １６ ｎ ｍｉｌｅ ／ ｈ 的速度离开港口向东南方向航行，另一艘轮船在同时同

地以１２ ｎ ｍｉｌｅ ／ ｈ的速度向西南方向航行 ．它们离开港口 １ ． ５ ｈ 后相距多远？

（第 ７ 题）

７ 关于勾股定理，数学史上还有一段佳话：美国第 ２０ 届总

统加菲尔德于 １８７６ 年公开发表了一个简明证法．他利用

两个全等直角三角形构造了一个如图所示的图形来得出

证明．你能写出这个证明吗？

８ 通过尺规作图，在数轴上找出表示 －槡５ 的点．

１ （１）已知：△ＡＢＣ 的三个角度数的比∠Ａ ∶∠Ｂ ∶∠Ｃ ＝ １ ∶ ２ ∶ ３，ＡＢ ＝ ｃ，ＢＣ ＝ ａ，

ＡＣ ＝ ｂ．求证：ｂ２ ＝ ３ａ２ ．

（２）已知：△ＡＢＣ 的三个角度数的比∠Ａ ∶∠Ｂ ∶∠Ｃ ＝ １ ∶ １ ∶ ２，ＡＢ ＝ ｃ，ＢＣ ＝ ａ，

ＡＣ ＝ ｂ．求证：ｃ２ ＝ ２ａ２ ．
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（第 ２ 题）

２ 如图，将 ＡＢ ＝１０ ｃｍ，ＡＤ ＝８ ｃｍ 的长方形纸片 ＡＢＣＤ，沿

过顶点 Ａ 的直线 ＡＰ 为折痕折叠时，顶点 Ｂ 与边 ＣＤ 上

的点 Ｑ 重合，试分别求出 ＤＱ，ＰＱ 的长．

３ 利用勾股定理讨论以下问题：（Ｓ１，Ｓ２ 分别表示直角三

角形中直角边上的图形的面积，Ｓ３ 表示斜边上的图形的

面积）

（１）以直角三角形的三边为边分别向形外作等边三角形，则 Ｓ１＋Ｓ２ 与 Ｓ３ 是什么

关系？

（２）以直角三角形的三边为直径分别向形外作半圆，则 Ｓ１＋Ｓ２ 与 Ｓ３ 是什么关系？

（３）做过上面的两小题后，你有什么发现？

４ △ＡＢＣ 中，∠Ｃ ＝ ９０°，ＡＢ ＝ ｃ，ＢＣ ＝ ａ，ＡＣ ＝ ｂ． 证明：当 ａ，ｂ，ｃ 为勾股数时，

（第 ６ 题）

ｋａ，ｋｂ，ｋｃ（ｋ 为正整数）也是勾股数．

５ 如果 ｍ，ｎ 是任意给定的正整数（ｍ ＞ ｎ），证明：

ｍ２ ＋ ｎ２，２ｍｎ，ｍ２ － ｎ２ 是勾股数（又称毕达哥拉

斯数）．

６ 如图，点 Ｐ 是等边三角形 ＡＢＣ 内的一点，且 ＰＡ ＝ ６，

ＰＢ ＝ ８，ＰＣ ＝ １０． 若将△ＰＡＣ 绕点 Ａ 逆时针旋转后

得到△Ｐ′ＡＢ，求 ＰＰ′的长和∠ＡＰＢ 的度数．

７ 在行距、列距都是 １ 的 ｎ ×ｎ 方格网中，连接任意两个格点，若把得到的长度相同

的线段看作一类，则

（１）当 ｎ ＝１，２，３，４ 时，在下表中分别写出不同长度线段的种类和种类数．

ｎ　 的　 值 １ ２ ３ ４

方格网图

不同长度线段

的种类
１，槡２

１，槡２，

２，槡５，槡２ ２

不同长度线段

的种类数 Ｓ
２ ２ ＋ ３
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［第 ７（３）题］

（２）根据表格内容，猜想 Ｓ 与 ｎ 的关系；

（３）当 ｎ ＝５ 时，验证你猜想的结论是否成立．

１ 在下列表格中，已知△ＡＢＣ 的三边长分别为 ａ，ｂ，ｃ．

（１）计算并填写下表：

边长 ／ ｃｍ 三边间关系

ａ ｂ ｃ ａ２ ｂ２ ｃ２ ａ２ ＋ｂ２ ａ２ ＋ｂ２ 与 ｃ２
（用 ＝，＞或 ＜）

① ４ ５ ７ １６ ２５ ４９ ４１ ａ２ ＋ ｂ２ ＜ ｃ２

② ６ ８ １０

③ ６ ９ １２

④ ５ ６ ７

⑤ ５ １２ １３

⑥ ４ ８ １０

⑦ ５ ６ ９

（第 ２ 题）

　 （２）用尺规作出上面各个三角形，观察图形，看看三角

形中最长边所对的角是锐角、直角还是钝角，对照

上表最后一列关系，你能发现什么规律？　 　 　

２ 如图，图中曲线是地形图中等高线（同一条曲线上点的

海拔是一样的），如果线段 ＡＢ 在图中被量得的长是

２． ５ ｃｍ，那么两个地点 Ａ，Ｂ 间的水平距离和实际直线

距离各约多少米？（图中表示等高线数据的单位为 ｍ）
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３ 如图，有两艘船在海上航行，测得两船的位置分别为Ｐ（３０，５０），Ｑ（１０５，１５０）．求

两船之间的距离．

（第 ３ 题）

４ 在平面直角坐标系中，下列两点关于直线 ｙ ＝ｘ有怎样的位置关系？你能说明道理吗？

（１）Ａ（５，２），Ａ′（２，５）；

（２）Ａ（２，－４），Ａ′（－４，２）；

（３）Ａ（ａ，ｂ），Ａ′（ｂ，ａ）．

５ 在坐标平面内有一点 Ａ（２，－槡３），Ｏ 为原点，在 ｘ 轴上找一点 Ｂ，使以 Ｏ，Ａ，Ｂ 为

顶点的三角形为等腰三角形，写出点 Ｂ 的坐标．



６９　　　
　 小结·评价

四 边 形

１９．１ 　 多边形内角和

１９．２ 　 平行四边形

１９．３ 　 矩形、菱形、正方形

１９．４ 　 综合与实践　 多边形的

镶嵌

　 　 ���，#$�����.\��}y、_)y、�)
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１９．１ 多边形内角和
　 　 在平面内，由若干条不在同一条直线上的线段首尾

顺次相接组成的封闭图形叫做多边形（ｐｏｌｙｇｏｎ），如图
１９ １．组成多边形的线段叫做多边形的边．相邻两边的

公共端点叫做多边形的顶点．多边形中相邻两边组成的

角叫做多边形的内角，简称多边形的角；在顶点处一边

与另一边的延长线所组成的角叫做多边形的外角．

多边形一般按边数命名，并用它各个顶点的字母顺

次排列来表示．如图 １９ ２，分别是四边形 ＡＢＣＤ、五边

形 ＡＢＣＤＥ、六边形 ＡＢＣＤＥＦ．

图　 １９ ２

一个多边形，如果把它任何一边双向延长，其他各

边都在延长所得直线的同一旁，这样的多边形就是凸多

边形，如图 １９ ３（１）．而图 １９ ３（２）所示的图形就不是

凸多边形．本教科书中所研究的都是凸多边形．

图　 １９ ３

图　 １９ １
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我们知道，三角形的内角和为 １８０°，下面来探讨

多边形的内角和．

１． 四边形的内角和是多少？

按下面两种方法之一试一试：

图　 １９ ４

（１）如图 １９ ４（１），连接 ＡＣ，能推得四边形的
内角和吗？

多边形中连接不相邻两个顶点的线段叫做多边

形的对角线（ｄｉａｇｏｎａｌ ｏｆ ｐｏｌｙｇｏｎ），这里的 ＡＣ 是四
边形 ＡＢＣＤ的一条对角线．

（２）如图 １９ ４（２），在四边形内任取一点 Ｏ，连
接 ＯＡ，ＯＢ，ＯＣ，ＯＤ，也能推得四边形内角和吗？

四边形的内角和等于 ．
２． 五边形的内角和又是多少呢？

如图 １９ ５，能仿照上述方法去推得吗？

图　 １９ ５
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五边形的内角和等于 ．

３． 一般地，ｎ 边形的内角和是多少呢？

定理　 ｎ边形的内角和等于（ｎ －２）·１８０°（ｎ 为不小于 ３

的整数）．

　 　 上面研究了多边形的内角和． 在多边形的每个

顶点处取多边形的一个外角，它们的和叫做多边形

的外角和．多边形外角和又有怎样的规律？

图　 １９ ６

　 　 如图 １９ ６，四边形的每一个外角都与同它相邻的内角
互补，你能利用四边形的内角和来计算四边形的外角和吗？

四边形的外角和等于 ．

一般地，对于 ｎ 边形可同样分析．

定理 　 ｎ 边形的外角和等于 ３６０°（ｎ为不小于 ３ 的
整数）．

多边形中，如果各条边都相等，各个内角都相等，这样的

多边形叫做正多边形．图 １９ ７ 分别是正三角形、正五边形
和正六边形．

　 　 　 　 　 　 　
　 　 你能给出这

个定理的证明吗？
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图　 １９ ７

例　 求正六边形每个内角的度数．

解　 正六边形的内角和为
　 　 　 　 （６ － ２）× １８０° ＝ ７２０°，

所以每个内角的度数为

　 　 　 　 ７２０° ÷ ６ ＝ １２０°．

三角形具有稳定性，但四边形则具有不稳定性（即各边的

长确定后，图形形状不能确定），如图 １９ ８．在日常生活中，四
边形的不稳定性，也有较为广泛的应用，如图 １９ ９ 中活动的
铁栅栏门，正是由于四边形可以变动，所以它可以拉开，也可以

收拢．你能举出应用四边形的不稳定性的其他例子吗？

图　 １９ ８
　 　 　 　 　

图　 １９ ９

１． 四边形 ＡＢＣＤ 中，四个内角度数之比是 １∶ ２∶ ３∶ ４，求出四个内角的度数．

２． 一个多边形的内角和是 １ ４４０°，求这个多边形的边数．

３． 正多边形的每个内角可能是：（１）７５°；（２）９０°；（３）１２０°吗？说明理由．
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习题 １９． １　

１． 求十边形的内角和．

２． 求正五边形的每一个外角的度数．

３． 一个多边形，每一个外角都等于 ４５°，这个多边形是几边形，它的内角和是多少？

４． 一个多边形的内角和等于它的外角和，求这个多边形边数．

５． （１）过四边形的一个顶点有 条对角线，四边形共有 条对角线；

（２）过五边形的一个顶点有 条对角线，五边形共有 条对角线；

（３）过 ｎ 边形的一个顶点有 条对角线，ｎ 边形共有 条对角线．

６． 若一个多边形的边数与对角线的条数相等，求这个多边形的边数．

７． 如果一个 ｎ 边形的边数增加 １，那么它的内角和增加多少度？如果 ｎ 边形的边数

增加到原来的 ２ 倍，那么它的内角和增加多少度？
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１９．２ 平行四边形
　 　 在小学，我们已学过：两组对边分别平行的四边形

叫做平行四边形（ｐａｒａｌｌｅｌｏｇｒａｍ），如图 １９ １０． 平行四

边形用符号“”表 示，平 行 四 边 形 ＡＢＣＤ 记 作

ＡＢＣＤ，读作“平行四边形 ＡＢＣＤ”．

平行四边形的对边平行，相邻的内角互为补角．

除此以外，平行四边形中，边、角还有什么性质呢？

已知：如图 １９ １１，四边形 ＡＢＣＤ 中，ＡＢ ∥ ＤＣ，

ＡＤ∥ ＢＣ．

求证：（１）ＡＢ ＝ ＤＣ，ＡＤ ＝ ＢＣ；

（２）∠ＤＡＢ ＝ ∠ＤＣＢ，∠Ｂ ＝ ∠Ｄ．

证明　 连接 ＡＣ．

（１）∵ 　 ＡＢ ∥ ＤＣ，ＡＤ∥ ＢＣ，

∴ 　 ∠ＢＡＣ ＝ ∠ＤＣＡ，∠ＢＣＡ ＝ ∠ＤＡＣ．

在△ＡＢＣ和△ＣＤＡ 中，
∠ＢＣＡ ＝ ∠ＤＡＣ，

ＡＣ ＝ ＣＡ，

∠ＢＡＣ ＝ ∠
{

ＤＣＡ．

∴ 　 △ＡＢＣ △ＣＤＡ． （ＡＳＡ）

∴ 　 ＡＢ ＝ ＤＣ，ＡＤ ＝ ＢＣ．

（２）由（１）知　 △ＡＢＣ △ＣＤＡ．

∴ 　 ＡＢ ＝ ＤＣ，ＡＤ ＝ ＢＣ，∠Ｂ ＝ ∠Ｄ．

　
图　 １９ １０

图　 １９ １１
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　 　 　 ∠ＤＡＢ ＝ ∠ＢＡＣ ＋∠ＤＡＣ
＝ ∠ＤＣＡ ＋∠ＢＣＡ
＝ ∠ＤＣＢ．

由此得到平行四边形的下列性质：

性质 １　 平行四边形的对边相等．
性质 ２　 平行四边形的对角相等．

例 １　 已知：如图 １９ １２，ＡＢＣＤ 中，ＢＥ 平分∠ＡＢＣ
交 ＡＤ于点 Ｅ．

（１）如果 ＡＥ ＝ ２，求 ＣＤ的长；
（２）如果 ∠ＡＥＢ ＝ ４０°，求∠Ｃ的度数．
解　 （１）∵ 　 ＢＥ 平分∠ＡＢＣ，并且 ＡＤ∥ ＢＣ，

∴ 　 ∠ＡＢＥ ＝ ∠ＥＢＣ ＝ ∠ＡＥＢ．
∴ 　 ＡＢ ＝ ＡＥ ＝ ２．

又　 ∵ 　 ＣＤ ＝ ＡＢ，
∴ 　 ＣＤ ＝ ２．

（２）由（１）知
　 　 ∠ＡＥＢ ＝ ∠ＡＢＥ ＝ ４０°，

∴ 　 ∠Ａ ＝ １８０° －（４０° ＋ ４０°）＝ １００°．
又　 ∵ 　 ∠Ｃ ＝ ∠Ａ，

∴ 　 ∠Ｃ ＝ １００°．

如图 １９ １３，直线 ｌ１∥直线 ｌ２，ＡＢ，ＣＤ是夹在直线 ｌ１，
ｌ２ 之间的两条平行线段．由上面性质 １，可得如下结论：

夹在两条平行线之间的平行线段相等．
由上述结论可知：如果两条直线平行，那么一条直线上

所有的点到另一条直线的距离都相等．因此，可以用点到直
线的距离来定义两条平行线间的距离．

两条平行线中，一条直线上任意一点到另一条直线的距

离叫做这两条平行线之间的距离．如图 １９ １３ 中，线段 ＡＥ
就是直线 ｌ１ 和直线 ｌ２ 之间的距离．

两条平行线之间的距离处处相等． 如图 １９ １３ 中，
ＡＥ ＝ ＣＦ．

图　 １９ １２

图　 １９ １３
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例 ２ 　 已知：如图 １９ １４，ＡＢＣＤ 中，ＡＢ ＝ ４，
ＡＤ ＝ ５，∠Ｂ ＝ ４５°． 求直线 ＡＤ和直线 ＢＣ 之间的距离，直
线 ＡＢ 和直线 ＤＣ之间的距离．

解　 过点 Ａ 作 ＡＥ⊥ＢＣ，ＡＦ⊥ＣＤ，垂足分别
为点 Ｅ、点 Ｆ，

∴ 　 线段 ＡＥ，ＡＦ 的长分别为点 Ａ 到直线 ＢＣ

和直线 ＣＤ的距离．
∴ 　 线段 ＡＥ 的长为直线 ＡＤ和直线 ＢＣ 之间

的距离，

线段 ＡＦ 的长为直线 ＡＢ 和直线 ＣＤ之间的距离．
∵ 　 在 Ｒｔ△ＡＢＥ中，∠ＡＥＢ ＝ ９０°，∠Ｂ ＝ ４５°，ＡＢ ＝ ４，
∴ 　 ∠Ｂ ＝ ∠ＢＡＥ．
∴ 　 ＢＥ ＝ ＡＥ．

又　 ∵ 　 ＡＥ２ ＋ ＢＥ２ ＝ ＡＢ２，
∴ 　 ２ＡＥ２ ＝ １６．

∴ 　 ＡＥ ＝ 槡２ ２．

同理：ＡＦ ＝ ５２ 槡
２．

所以直线 ＡＤ和直线 ＢＣ之间的距离为 槡２ ２，直线 ＡＢ 和

直线 ＣＤ之间的距离为 ５２槡
２．

例 ３　 已知：如图 １９ １５，过△ＡＢＣ 的三个顶点，分别
作对边的平行线，这三条直线两两相交，得△Ａ′Ｂ′Ｃ′．求证：

△ＡＢＣ 的顶点分别是△Ａ′Ｂ′Ｃ′三边的中点．

分析：如图 １９ １５，要证明点 Ａ 是 Ｂ′Ｃ′的中点，只要证
明 ＡＢ′ ＝ ＡＣ′．

证明　 ∵ 　 ＡＢ ∥ Ｂ′Ｃ，ＢＣ∥ ＡＢ′，
∴ 　 ＡＢ′ ＝ ＢＣ．

同理：ＡＣ′ ＝ ＢＣ．
∴ 　 ＡＢ′ ＝ ＡＣ′．

同理：ＢＣ′ ＝ ＢＡ′，ＣＡ′ ＝ ＣＢ′．

所以△ＡＢＣ的顶点分别是△Ａ′Ｂ′Ｃ′三边的中点．

图　 １９ １４

图　 １９ １５
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１． 在ＡＢＣＤ 中，已知 ∠Ａ ＝ ６０°，求∠Ｂ，∠Ｃ，∠Ｄ 的度数．

２． 在ＡＢＣＤ 中，已知 ＡＢ ＝ ａ，ＢＣ ＝ ｂ，求这个平行四边形的周长．

３． 在ＡＢＣＤ 中，ＢＣ ＝ ２ＡＢ，点 Ｅ 为边 ＢＣ 的中点．求证：ＡＥ ⊥ ＥＤ．

如图 １９ １６，ＡＢＣＤ的两条对角线 ＡＣ，ＢＤ相
交于点 Ｏ，图中共有几对全等三角形？有哪些线段相

等？你能发现平行四边形的对角线有什么性质吗？

在ＡＢＣＤ中，
∵ 　 ＡＢ ∥ ＤＣ，
∴ 　 ∠ＯＡＢ ＝ ∠ＯＣＤ，∠ＯＢＡ ＝ ∠ＯＤＣ．
又　 ＡＢ ＝ ＤＣ，
∴ 　 △ＯＡＢ △ＯＣＤ． （为什么？）
∴ 　 ＯＢ ＝ ＯＤ，ＯＡ ＝ ＯＣ．

性质 ３　 平行四边形对角线互相平分．

例 ４　 已知：如图 １９ １７，ＡＢＣＤ 中，对角线 ＡＣ，ＢＤ

相交于点 Ｏ，ＡＢ⊥ ＡＣ，ＡＢ ＝ ３，ＡＤ ＝ ５，求 ＢＤ的长．

解　 ∵ 　 四边形 ＡＢＣＤ是平行四边形，
∴ 　 ＢＣ ＝ ＡＤ ＝ ５．
∵ 　 ＡＢ ⊥ ＡＣ，
∴ 　 △ＡＢＣ是直角三角形．

∴ 　 ＡＣ ＝ ＢＣ２ － ＡＢ槡
２ ＝ ５２ － ３槡

２ ＝ ４，

ＡＯ ＝ １
２
ＡＣ ＝ ２．

图　 １９ １６

　

图　 １９ １７
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∴ 　 ＢＯ ＝ ＡＢ２ ＋ ＡＯ槡
２ ＝ ３２ ＋ ２槡

２ ＝槡１３．

∴ 　 ＢＤ ＝ ２ＢＯ ＝ 槡２ １３．

１． ＡＢＣＤ 中，ＡＣ ＝ ２４ ｃｍ，ＢＤ ＝ ３８ ｃｍ，ＡＤ ＝ ２８ ｃｍ，若对角线 ＡＣ 与 ＢＤ 的交点为

点 Ｏ，求△ＯＢＣ 周长．

２． ＡＢＣＤ 中，对角线 ＡＣ 与 ＢＤ 互相垂直，那么，这个四边形的邻边有什么关系，为

什么？

图　 １９ １８

　 　 将线段 ＡＢ 按图 １９ １８ 中所给的方向和距

离，平移成线段 Ａ′Ｂ′，顺次连接点 Ａ，Ｂ，Ｂ′，Ａ′，构

成一个一组对边平行且相等的四边形 ＡＢＢ′Ａ′，

你能说出它一定是平行四边形吗？为什么？

　 　 已知：如图 １９ １９，四边形 ＡＢＣＤ 中，ＡＢ ∥ ＤＣ，且
ＡＢ ＝ ＤＣ．

求证：四边形 ＡＢＣＤ为平行四边形．
证明　 连接 ＡＣ．
∵ 　 ＡＢ ∥ ＤＣ，
∴ 　 ∠ＢＡＣ ＝ ∠ＤＣＡ．
又　 ＡＢ ＝ ＣＤ，ＡＣ ＝ ＣＡ，
∴ 　 △ＡＢＣ △ＣＤＡ．
∴ 　 ∠ＡＣＢ ＝ ∠ＣＡＤ．
∴ 　 ＡＤ∥ ＢＣ．
因此，四边形 ＡＢＣＤ是平行四边形．
由此得到判定四边形是否为平行四边形的方法有：

图　 １９ １９
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定理 １　 一组对边平行且相等的四边形是平行四边形．

常用符号“瓛”表示“平行且相等”，“ＡＢ瓛ＣＤ”读作
“ＡＢ 平行且等于 ＣＤ”．

　 　 １． 如图 １９ ２０，过点 Ａ画两条线段 ＡＢ，ＡＤ，以点 Ｂ 为圆心、ＡＤ长为半

径画弧，再以点 Ｄ为圆心、ＡＢ长为半径画弧，两弧相交于点 Ｃ，连接 ＢＣ，ＤＣ．

这样画出的四边形 ＡＢＣＤ的两组对边分别相等，它是平行四边形吗？为什么？

图　 １９ ２０
　 　 　 　

图　 １９ ２１

２． 如图 １９ ２１，作两条直线 ｌ１，ｌ２ 相交于点 Ｏ，在直线 ｌ１ 上截取 ＯＡ ＝

ＯＣ，在直线 ｌ２ 上截取 ＯＢ ＝ ＯＤ，连接 ＡＢ，ＢＣ，ＣＤ，ＤＡ．这样画出的四边

形 ＡＢＣＤ的对角线互相平分，它是平行四边形吗？为什么？

　 　 由此可知，判定四边形为平行四边形的方法还有：

定理 ２　 两组对边分别相等的四边形是平行四边形．

定理 ３　 对角线互相平分的四边形是平行四边形．

例 ５　 已知：如图 １９ ２２，点 Ｅ，Ｆ 是ＡＢＣＤ 的对角线
ＡＣ上两点，且 ＡＥ ＝ ＣＦ． 求证：四边形 ＢＥＤＦ是平行四边形．

证明　 连接 ＢＤ交 ＡＣ于点 Ｏ．

因为四边形 ＡＢＣＤ是平行四边形，所以

ＡＯ ＝ ＣＯ，ＢＯ ＝ ＤＯ．图　 １９ ２２
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　 　 ∵ 　 ＡＥ ＝ ＣＦ，
∴ 　 ＯＥ ＝ ＡＯ － ＡＥ ＝ ＣＯ － ＣＦ ＝ ＯＦ．

所以四边形 ＢＥＤＦ 是平行四边形．

例 ６　 已知，直线 ｌ１，ｌ２，ｌ３ 互相平行（图 １９ ２３），直线
ＡＣ和直线 Ａ１Ｃ１ 分别交直线 ｌ１，ｌ２，ｌ３ 于点 Ａ，Ｂ，Ｃ 和点
Ａ１，Ｂ１，Ｃ１，且 ＡＢ ＝ ＢＣ．

求证：Ａ１Ｂ１ ＝ Ｂ１Ｃ１ ．

证明　 过点 Ｂ１ 作 ＥＦ∥ＡＣ，分别交直线 ｌ１，ｌ３ 于点Ｅ，Ｆ．
∴ 　 四边形 ＡＢＢ１Ｅ，ＢＣＦＢ１ 都是平行四边形．
∴ 　 ＥＢ１ ＝ ＡＢ，Ｂ１Ｆ ＝ ＢＣ．
∵ 　 ＡＢ ＝ ＢＣ，
∴ 　 ＥＢ１ ＝ Ｂ１Ｆ．

又　 ∵ 　 ∠Ａ１ＥＢ１ ＝ ∠Ｂ１ＦＣ１，∠Ａ１Ｂ１Ｅ ＝ ∠Ｃ１Ｂ１Ｆ，
∴ 　 △Ａ１Ｂ１Ｅ △Ｃ１Ｂ１Ｆ．
∴ 　 Ａ１Ｂ１ ＝ Ｂ１Ｃ１ ．

由此得到如下结论：

如果一组平行线在一条直线上截得的线段相等，那么在

其他直线上截得的线段也相等．

作为上述结论的特例，应有如下推论：

经过三角形一边中点与另一边平行的直线必平分第三边 ．

在图 １９ ２３ 中，直线 Ａ１Ｃ１ 向左平移，使得点 Ａ１ 和点 Ａ

重合，则可得到上面推论．

例 ７　 已知：如图 １９ ２４，点 Ｄ，Ｅ 分别为△ＡＢＣ 的边
ＡＢ，ＡＣ的中点．

求证：ＤＥ ∥ ＢＣ，且 ＤＥ ＝ １２
ＢＣ．

证明　 过点 Ｄ作 ＤＥ ′∥ＢＣ，ＤＥ ′交 ＡＣ于点 Ｅ ′． 　 　 　

根据例 ６ 得到的结论，点 Ｅ ′应与点 Ｅ 重合．
∴ 　 ＤＥ ∥ ＢＣ．

图　 １９ ２３

图　 １９ ２４
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同理，过点 Ｄ 作 ＤＦ∥ＡＣ，ＤＦ 交 ＢＣ 于点 Ｆ，则点 Ｆ 为
ＢＣ的中点．

∴ 　 四边形 ＤＦＣＥ 为平行四边形．

∴ 　 ＤＥ ＝ ＦＣ ＝
１
２
ＢＣ．

　 　 连接三角形两边中点的线段叫做三角形的中位线．

由此得到：

三角形中位线定理 　 三角形两边中点连线平行于第三

边，并且等于第三边的一半．

（第 １ 题）

１． 已知：如图，在四边形 ＡＢＣＤ 中，∠Ａ ＝∠Ｃ，∠Ｂ ＝∠Ｄ．

试判断四边形 ＡＢＣＤ 是否是平行四边形，并说明理由．

２． 画ＡＢＣＤ，使 ＡＢ ＝ ２ ｃｍ，ＢＣ ＝ ３ ｃｍ，ＡＣ ＝ ４ ｃｍ．

３． 已知三角形各边长分别为 ６ ｃｍ，９ ｃｍ，１０ ｃｍ，求连接各边

中点所组成三角形的周长．

４． 证明平行四边形判定定理 ２，３．

　 　

三角形的重心

１． 三角形重心的力学证明．

重心是一个物理概念．重力在物体上的作用点，叫做重心．一根

质量分布均匀的细棒，用针尖顶住它的什么地方，它在空中就能保

持平衡呢？这一点显然是该棒的中点．细棒的中点就是它的重心．

一块质量均匀的三角形薄板沿底边画平行线把它分成许多

平行狭条（图 １９ ２５）．当这些狭条分得很细时，每条的重心就在

它的中点．所有这些狭条的重心就构成三角形薄板底边上的中

　 　 　 　 　 　 　

　 　 你能通过添

加不同的辅助线

来证明三角形中

位线定理吗？

图　 １９ ２５
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线，三角形薄板的重心必定在这条中线上．

同样道理，这个三角形薄板的重心也在另外两条中线上． 由

此可见：三角形的三条中线交于一点，这点就是三角形的重心．

（以上关于三角形重心的力学证明内容摘自吴文俊教授所著

的《力学在几何中的一些应用》）

类似地，一块质量均匀的平行四边形薄板的重心一定在一组对

边中点的连线上（图 １９ ２６），也在另一组对边中点的连线上，因而

平行四边形的重心就是上述两条线的交点，也就是这个平行四边形

的对角线的交点．

矩形、菱形、正方形的重心在什么地方呢？

２． 三角形重心的几何证明．

本节中例 ７ 以平行四边形性质为基础，推导了三角形的一个

性质．下面，再利用平行四边形性质，推导三角形的另一个性质．

已知：如图 １９ ２７，ＡＤ，ＢＥ 和 ＣＦ 是△ＡＢＣ 的三条中线．

求证：ＡＤ，ＢＥ 和 ＣＦ 相交于一点，并且这点到 Ｄ，Ｅ 和 Ｆ 的

距离分别等于
１
３
ＡＤ，

１
３
ＢＥ 和

１
３
ＣＦ．

证明　 中线 ＢＥ 和 ＣＦ 必定相交，设它们的交点为 Ｏ．

取 ＯＢ 的中点 Ｇ 和 ＯＣ 的中点 Ｈ，连接 ＧＨ，ＨＥ，ＥＦ 和 ＦＧ．

∵ 　 ＧＨ 是△ＯＢＣ 的中位线，ＦＥ 是△ＡＢＣ 的中位线，

∴ 　 ＧＨ ∥ ＢＣ，ＧＨ ＝
１
２
ＢＣ；

ＦＥ ∥ ＢＣ，ＦＥ ＝
１
２
ＢＣ．

∴ 　 ＧＨ ∥ ＦＥ，ＧＨ ＝ ＦＥ．

∴ 　 四边形 ＥＦＧＨ 是一个平行四边形．

∴ 　 ＧＯ ＝ ＯＥ，ＨＯ ＝ ＯＦ．

由此可知　 ＯＥ ＝
１
３
ＢＥ，ＯＦ ＝

１
３
ＣＦ．

同理可证，ＡＤ 和 ＢＥ 必定相交，并且它们的交点到 Ｄ 和 Ｅ 的

距离分别等于
１
３
ＡＤ 和

１
３
ＢＥ．

∵ 　 ＢＥ 上到 Ｅ 的距离等于
１
３
ＢＥ 的点仅有一点 Ｏ，

∴ 　 ＡＤ 和 ＢＥ 的交点也就是 Ｏ．

图　 １９ ２６

图　 １９ ２７
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∴ 　 ＡＤ，ＢＥ 和 ＣＦ 相交于一点 Ｏ，并且

ＯＤ ＝
１
３
ＡＤ，ＯＥ ＝

１
３
ＢＥ，ＯＦ ＝

１
３
ＣＦ．

三角形三条中线的交点就是三角形的重心．

这个性质，可叙述为：

三角形的三条中线相交于一点，这点和各边中点的距离等于

相应各边上中线的三分之一．

习题 １９． ２　

１． 填空：

（１）在ＡＢＣＤ 中，∠Ａ －∠Ｂ ＝ ６０°，则 ∠Ａ ＝ ，∠Ｂ ＝ ；

（２）在ＡＢＣＤ 中，∠Ａ ＋∠Ｃ ＝ １２０°，则 ∠Ａ ＝ ，∠Ｂ ＝ ；

（３）如果ＡＢＣＤ 的周长为 ３５ ｃｍ，ＡＢ ∶ ＢＣ ＝ ３ ∶ ４，那么 ＡＢ ＝ ｃｍ，

ＢＣ ＝ ｃｍ．

（第 ２ 题）

２． 如图，如果直线 ｌ１ ∥ ｌ２，那么△ＡＢＣ 与△Ａ１ＢＣ 面积相

等吗？为什么？

３． 求证：平行四边形对角线交点到一组对边的距离相等．

４． 以不在同一直线上的三点为三个顶点作平行四边形，能

作几个？

５． 已知三条线段的长分别为 ２２ ｃｍ，１６ ｃｍ，１８ ｃｍ，以哪两条为对角线，其余一条为

边，可以画出平行四边形？

６． 已知：如图，在ＡＢＣＤ 中，ＥＦ∥ ＢＣ，分别交 ＡＢ，ＣＤ 于点 Ｅ，Ｆ；ＧＨ∥ ＡＢ，分别

交 ＡＤ，ＢＣ 于点 Ｇ，Ｈ；ＥＦ，ＧＨ 的交点 Ｐ 在 ＢＤ 上．问图中面积相等的平行四边

形有哪几对？为什么？

（第 ６ 题）
　 　 　 　 　 　 　 　 　

（第 ７ 题）

　 　 　 　 　 　 　

　 　 上述三角形

重心的性质，九

年级时用相似形

知识 证 明 更 为

简单．
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７． 如图，在ＡＢＣＤ 的边 ＢＣ 上任取一点 Ｐ，过点 Ｐ 作对角线 ＢＤ 的平行线与 ＣＤ 交

于点 Ｑ，连接 ＰＡ，ＰＤ，ＱＡ，ＱＢ，则与△ＡＢＰ 面积相等的三角形有几个？写出它

们，并说明理由．

８． 判断下列说法是否正确：

（１）一组对边平行、一组对角相等的四边形是平行四边形． （　 　 ）

（２）两组对角分别相等的四边形是平行四边形． （　 　 ）

（３）一组对边平行，另一组对边相等的四边形是平行四边形． （　 　 ）

（４）对角线相等且互相垂直的四边形是平行四边形． （　 　 ）

（５）一组对角相等、一组邻角互补的四边形是平行四边形． （　 　 ）

（６）相邻两角都互补的四边形是平行四边形． （　 　 ）

９． 已知：如图，在ＡＢＣＤ 中，ＡＥ，ＣＦ 分别是∠ＤＡＢ，∠ＢＣＤ 的平分线，求证：四

边形 ＡＦＣＥ 是平行四边形．

（第 ９ 题）
　 　 　 　 　 　

（第 １０ 题）

１０． 已知：如图，在ＡＢＣＤ 中，ＢＥ ＝ ＤＦ． 求证：四边形 ＡＥＣＦ 是平行四边形．

（第 １１ 题）

１１． 已知：如图，点 Ａ，Ｃ 是直线 ｌ 同旁的两点，ＡＢ ⊥ ｌ，

ＣＤ ⊥ ｌ，垂足分别是点 Ｂ，Ｄ，并且 ＡＢ ＝ ＣＤ． 求证：

ＡＣ ∥ ｌ．

１２． 求证：平行四边形一组对边中点的连线必与对角线

互相平分．

１３． 求证：顺次连接任意四边形各边中点得到的四边形是平行四边形．

１４． 已知：点 Ｅ，Ｆ 分别是ＡＢＣＤ 的边 ＡＤ，ＢＣ 上的点，且 ＡＥ ＝ ＢＦ，点 Ｇ 是 ＡＦ 与

ＢＥ 的交点，点 Ｈ 是 ＣＥ 与 ＤＦ 的交点．求证：ＧＨ ∥ ＢＣ，ＧＨ ＝ １２
ＢＣ．

１５． 已知：ＡＤ 是△ＡＢＣ 的中线，点 Ｅ 是 ＡＤ 的中点，点 Ｆ 是 ＢＥ 延长线与 ＡＣ 的交

点．求证：ＡＦ ＝ １２
ＦＣ．
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１９．３ 矩形、菱形、正方形
　 　 １． 矩形

电脑、电视机（图 １９ ２８）的显示屏是什么形状？本书

的封面是什么形状？小学阶段我们称这些图形为长方形，也

就是矩形．

图　 １９ ２８

有一个角是直角的平行四边形叫做矩形（ｒｅｃｔａｎｇｌｅ）．

矩形是一种特殊的平行四边形，除具有一般平行四边

形的性质外，它的边、角和对角线还具有哪些特殊的性

质呢？　 　

画一个矩形，度量一下它的四条边长、两条对

角线长以及四个角的度数，你能从中得出矩形特有

的性质吗？



８７　　　
　 １９ ． ３　 矩形、菱形、正方形

矩形有如下性质：

性质 １　 矩形的四个角都是直角．

下面给出证明．

已知：矩形 ＡＢＣＤ（图 １９ ２９）．

求证：∠Ａ ＝ ∠Ｂ ＝ ∠Ｃ ＝ ∠Ｄ ＝ ９０°．

证明　 由定义，矩形必有一个角是直角，设 ∠Ａ ＝ ９０°．

∵ 　 ＡＢ ∥ ＤＣ，ＡＤ∥ ＢＣ，

∴ 　 ∠Ｂ ＝∠Ｃ ＝∠Ｄ ＝ ９０°． （两直线平行，同旁内角

互补）

即矩形 ＡＢＣＤ的四个角都是直角．

性质 ２　 矩形的对角线相等．

对于任一个直角三角形 ＡＢＣ（其中 ∠ＡＢＣ ＝ ９０°），构

造一个长为 ＡＢ 和宽为 ＢＣ 的矩形 ＡＢＣＤ（图 １９ ３０）．设矩

形对角线 ＡＣ和 ＢＤ交于点 Ｏ，则 ＡＯ ＝ ＯＣ ＝ ＢＯ ＝ ＯＤ ＝

１
２
ＡＣ ＝ １

２
ＢＤ． 由此，可以得到直角三角形的一个性质：

推论　 直角三角形斜边上的中线等于斜边的一半．

例 １　 如图 １９ ３１，已知：矩形 ＡＢＣＤ 的两条对角线

相交于点 Ｏ，∠ＡＯＢ ＝ １２０°，ＡＤ ＝ ４ ｃｍ． 求矩形对角线

的长．

解　 因为四边形 ＡＢＣＤ是矩形，所以

　 　 ＡＣ ＝ ＢＤ．

∴ 　 ＯＡ ＝ ＯＢ．

∵ 　 ∠ＡＯＢ ＝ １２０°，

∴ 　 ∠ＯＡＢ ＝ ∠ＯＢＡ ＝ １８０° － １２０°２
＝ ３０°．

在 Ｒｔ△ＡＢＤ中，有

ＢＤ ＝ ２ＡＤ ＝ ２ × ４ ＝ ８（ｃｍ）．

图　 １９ ２９

　 　 　 　 　
　 　 你能给出性

质 ２ 的证明吗？

图　 １９ ３０

图　 １９ ３１
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１． 证明矩形的性质 ２．

２． 已知矩形的一条对角线长 ８ ｃｍ，两条对角线的夹角为 ６０°，矩形相邻两边的长各为

多少？

３． 已知直角三角形一条直角边长为 ３ ｃｍ，斜边上的中线长 ２． ５ ｃｍ，求另一条直角边长．

　 　 如图 １９ ３２，工人师傅在做门窗框架、桌面等包

含矩形的物体时，不仅要测量矩形两组对边的长度

是否分别相等，还要测量它们的两条对角线是否相

等．你能说出其中的道理吗？

　 　 例 ２　 已知：如图 １９ ３３，在ＡＢＣＤ中，ＡＣ ＝ ＢＤ．

求证：ＡＢＣＤ是矩形．

证明　 因为四边形 ＡＢＣＤ是平行四边形，所以

ＡＤ ＝ ＢＣ．

　 又　 ∵ 　 ＤＣ ＝ ＣＤ，ＡＣ ＝ ＢＤ，

∴ 　 △ＡＤＣ △ＢＣＤ．

∴ 　 ∠ＡＤＣ ＝ ∠ＢＣＤ．

　 又　 ∵ 　 ∠ＡＤＣ ＋∠ＢＣＤ ＝ １８０°，

∴ 　 ∠ＡＤＣ ＝ ∠ＢＣＤ ＝ ９０°．

所以ＡＢＣＤ为矩形．

由此，我们得到矩形的判定方法：

定理 １　 对角线相等的平行四边形是矩形．

图　 １９ ３２

图　 １９ ３３
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例 ３　 已知：如图 １９ ３４，在△ＡＢＣ中，ＡＢ ＝ ＡＣ，点 Ｄ

是 ＡＣ的中点，直线 ＡＥ∥ ＢＣ，过点 Ｄ作直线 ＥＦ∥ ＡＢ，分别
交 ＡＥ，ＢＣ于点 Ｅ，Ｆ．求证：四边形 ＡＥＣＦ 是矩形．

证明　 ∵ 　 ＡＥ ∥ ＢＣ，
∴ 　 ∠１ ＝ ∠２．

在△ＡＤＥ 和△ＣＤＦ 中，
∵ 　 ∠１ ＝ ∠２，∠ＡＤＥ ＝ ∠ＣＤＦ，ＡＤ ＝ ＣＤ，
∴ 　 △ＡＤＥ △ＣＤＦ．
∴ 　 ＡＥ ＝ ＣＦ．

所以四边形 ＡＥＣＦ 是平行四边形．

又因为四边形 ＡＢＦＥ 是平行四边形，所以
ＥＦ ＝ ＡＢ．

∵ 　 ＡＣ ＝ ＡＢ，　 ∴ 　 ＥＦ ＝ ＡＣ．

所以四边形 ＡＥＣＦ 是矩形．

例 ４　 已知：如图 １９ ３５，在四边形 ＡＢＣＤ 中，∠Ａ ＝

∠Ｂ ＝ ∠Ｃ ＝ ９０°．

求证：四边形 ＡＢＣＤ是矩形．

证明　 ∵ 　 ∠Ａ ＝ ∠Ｂ ＝ ∠Ｃ ＝ ９０°，
∴ 　 ∠Ｂ ＋∠Ｃ ＝ １８０°，∠Ａ ＋∠Ｂ ＝ １８０°．
∴ 　 ＡＢ ∥ ＣＤ，ＡＤ∥ ＢＣ．
∴ 　 四边形 ＡＢＣＤ是平行四边形．

所以四边形 ＡＢＣＤ是矩形．

定理 ２　 三个角是直角的四边形是矩形．

（第 １ 题）

１． 如图，在矩形 ＡＢＣＤ 中，ＡＢ ＝ ３，ＢＣ ＝ ２，点 Ｅ 为 ＢＣ 中点，

点 Ｆ 在 ＡＢ 上且 ＢＦ ＝ ２ＡＦ． 求四边形 ＡＦＥＣ 的面积．

２． 已知：在ＡＢＣＤ 中，点 Ｍ 是 ＢＣ 的中点，∠ＭＡＤ ＝

∠ＭＤＡ． 求证：ＡＢＣＤ 是矩形．

图　 １９ ３４

图　 １９ ３５
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　 　 ２． 菱形

本章图 １９ ９ 中的铁栅栏门能活动是由于它拉开时出

现的是四边形，这种四边形有什么特点？

有一组邻边相等的平行四边形叫做菱形（ｒｈｏｍｂｕｓ）．

菱形在生活中随处可见．图 １９ ３６ 中的升降机采用菱

形部件，就是利用菱形既具有可变性，又具有相对稳定性的

性质．

　 　 菱形除了具有一般平行四边形的性质外，它的

边、角、对角线还具有哪些特殊的性质呢？

　 　 由于菱形是平行四边形，所以它的对边相等，又因为菱

形的邻边也相等，所以菱形的四条边都相等． 于是，我们

得到：

性质 １　 菱形的四条边都相等．

如图 １９ ３７，连接菱形的两条对角线 ＡＣ和 ＢＤ，设它

们相交于点 Ｏ．

∵ 　 ＡＢ ＝ ＡＤ，ＢＯ ＝ ＯＤ，

∴ 　 ＡＣ⊥ ＢＤ． （为什么？）

于是，我们又得到：

性质 ２　 菱形的对角线互相垂直．

由性质 ２ 可知，菱形是轴对称图形，两条对角线所在的

直线都是它的对称轴．

图　 １９ ３６
　

图　 １９ ３７
　



９１　　　
　 １９ ． ３　 矩形、菱形、正方形

例 ５　 已知菱形的两条对角线长分别为 ａ，ｂ，求菱形的
面积．

解　 设菱形 ＡＢＣＤ 的两条对角线 ＡＣ，ＢＤ 相交于点 Ｏ
（图 １９ ３８），ＡＣ ＝ ａ，ＢＤ ＝ ｂ．

因为四边形 ＡＢＣＤ是菱形，所以

ＡＣ⊥ ＢＤ． （菱形的对角线互相垂直）

∴ 　 Ｓ菱形ＡＢＣＤ ＝ Ｓ△ＡＢＤ ＋ Ｓ△ＣＢＤ

＝ １
２
ＢＤ·ＡＯ ＋ １

２
ＢＤ·ＯＣ

＝ １
２
ＢＤ·（ＡＯ ＋ ＯＣ）

＝ １
２
ＢＤ·ＡＣ ＝ １

２
ａｂ．

　 　 １． 如图 １９ ３９，以点 Ａ 为端点任意画两条相等的线段 ＡＢ 和 ＡＤ，再分

别以点 Ｂ，Ｄ为圆心、ＡＢ 长为半径画弧，两弧相交于点 Ｃ，连接 ＢＣ，ＤＣ，四

边形 ＡＢＣＤ是菱形吗？为什么？

图　 １９ ３９
　 　 　 　 　 　

图　 １９ ４０

２． 如图 １９ ４０，画两条互相垂直的直线 ｌ１ 和 ｌ２，两直线相交于点 Ｏ，在

ｌ１ 上取两点 Ａ，Ｃ，使 ＯＡ ＝ ＯＣ，在 ｌ２ 上取两点 Ｂ，Ｄ，使 ＯＢ ＝ ＯＤ，顺次连

接点 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，四边形 ＡＢＣＤ是菱形吗？为什么？

图　 １９ ３８
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　 　 由此，我们可以发现，判定四边形为菱形的方法：

定理 １　 四边都相等的四边形是菱形．

定理 ２　 对角线互相垂直的平行四边形是菱形．

现在证明定理 ２．

证明　 如图 １９ ４０，四边形 ＡＢＣＤ 为平行四边形，所以
ＡＯ ＝ ＣＯ． 又因为 ＤＯ⊥ ＡＣ，所以 ＤＡ ＝ ＤＣ． 因此，四边形
ＡＢＣＤ是菱形．

例 ６　 如图 １９ ４１，在ＡＢＣＤ 中，ＡＣ ＝ ８，ＢＤ ＝ ６，

ＡＢ ＝ ５，求 ＡＤ的长．

解　 因为四边形 ＡＢＣＤ是平行四边形，所以

ＯＡ ＝ １
２
ＡＣ ＝ ４，ＯＢ ＝ １

２
ＢＤ ＝ ３．

又　 ∵ 　 ＡＢ ＝ ５，满足 ＡＢ２ ＝ ＯＡ２ ＋ ＯＢ２，

∴ 　 △ＡＯＢ 为直角三角形，即 ＯＡ ⊥ ＯＢ．

∴ 　 ＡＢＣＤ是菱形，ＡＤ ＝ ＡＢ ＝ ５．

１． 在菱形 ＡＢＣＤ 中，ＡＢ ＝ ４ ｃｍ，∠ＡＢＣ ＝ ６０°，求菱形的面积．

２． 菱形 ＡＢＣＤ 的边长为 １３ ｃｍ，它的一条对角线 ＢＤ ＝ １０ ｃｍ，求对角线 ＡＣ 的长．

３． 对角线互相垂直平分的四边形是菱形吗？说明理由．

４． 画一个菱形，使它的两条对角线长分别为 ６ ｃｍ 和 ８ ｃｍ．

　 　 ３． 正方形

正方形是我们所熟悉的图形，如图 １９ ４２ 是魔方的一
个面．你认为正方形是本节所学的哪种图形的特例，为什么？

　 　 　 　 　 　 　
　 　 你会证明菱

形的 判 定 定 理

１ 吗？

图　 １９ ４１

图　 １９ ４２
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有一个角是直角，且有一组邻边相等的平行四边形叫做

正方形（ｓｑｕａｒｅ）．

正方形是特殊的矩形，又是特殊的菱形，更是特殊

的平行四边形，因此正方形具有这些图形的所有性质 ．

性质 １　 正方形的四条边都相等，四个角都是直角．

性质 ２　 正方形的对角线相等且互相垂直平分．

以上性质，请同学自己证明．

　 　 怎样判定一个四边形是正方形呢？

　 　 例 ７ 　 如图 １９ ４３，点 Ａ′，Ｂ′，Ｃ′，Ｄ′分别是正方形
ＡＢＣＤ四条边上的点，并且 ＡＡ′ ＝ ＢＢ′ ＝ ＣＣ′ ＝ ＤＤ′．

求证：四边形 Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′是正方形．

证明　 因为四边形 ＡＢＣＤ是正方形，所以

ＡＢ ＝ ＢＣ ＝ ＣＤ ＝ ＤＡ．

又　 ∵ 　 ＡＡ′ ＝ ＢＢ′ ＝ ＣＣ′ ＝ ＤＤ′，

∴ 　 Ｄ′Ａ ＝ Ａ′Ｂ ＝ Ｂ′Ｃ ＝ Ｃ′Ｄ．

∵ 　 ∠Ａ ＝ ∠Ｂ ＝ ∠Ｃ ＝ ∠Ｄ ＝ ９０°，

∴ 　 △ＡＡ′Ｄ′ △ＢＢ′Ａ′ △ＣＣ′Ｂ′ △ＤＤ′Ｃ′．

∴ 　 Ａ′Ｂ′ ＝ Ｂ′Ｃ′ ＝ Ｃ′Ｄ′ ＝ Ｄ′Ａ′．

∴ 　 四边形 Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′是菱形．

又　 ∵ 　 ∠１ ＝ ∠３，∠１ ＋∠２ ＝ ９０°，

∴ 　 ∠２ ＋∠３ ＝ ９０°．

∴ 　 ∠Ｄ′Ａ′Ｂ′ ＝ ９０°．

所以四边形 Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′是正方形．

图　 １９ ４３
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（第 ２ 题）

１． 判断满足下列条件的四边形是否是正方形，并说明

理由：

（１）对角线互相垂直且相等的平行四边形；

（２）对角线互相垂直的矩形；

（３）对角线相等的菱形；

（４）对角线互相垂直平分且相等的四边形．

２． 如图是 ２００２ 年 ８ 月在北京召开的第 ２４ 届国际数学家大

会会标中的图案，其中四边形 ＡＢＣＤ 和 ＥＦＧＨ 都是正方

形．求证：△ＡＢＦ △ＤＡＥ．

切割后组拼正方形

图 １９ ４４ 是由 ５ 个全等的小正方形组成的十字形的十二

边形纸片．如何用几条直线形切痕，把这个十字形纸片切割成

几块，使这几块能重新组拼成一个正方形？

图　 １９ ４４

（１）你是怎样切割的？在图上

画出切痕．

（２）最少需几条切痕？画出这

种切法．
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完美矩形与完美正方形

如图 １９ ４５（１），一个矩形是由 ６ 个正方形组成的，如果知道

中间最小正方形的面积是 １，你能求出矩形的面积吗？

图　 １９ ４５

容易看出，图 １９ ４５（１）中的正方形有两个是一样大的．如果

一个矩形的内部能用一些大小各不相同的正方形铺满（既不重叠

也无缝隙），就称它为完美矩形（ｐｅｒｆｅｃｔ ｒｅｃｔａｎｇｌｅ）． １９３６ 年，英国

剑桥大学的 ４ 名学生把一个矩形分成大小各不相同的 ９ 个正方形

（可以证明完美矩形最少由 ９ 个大小各不相同的正方形铺成），如

　 图　 １９ ４６

图 １９ ４５（２），图中数字表示相应正方形的边长．

那么如何寻求矩形的正方形分割呢？办法是先作一

个矩形的正方形分割的草图，然后用尽可能少的未知数标

出每个正方形的边长，再写出这些边长应满足的关系式，最

后通过解方程组而得到．如图 １９ ４６ 先标出相邻三个正方

形边长 ｘ，ｙ，ｚ，然后，不难按下列顺序标出其余正方形的

边长 ｘ ＋ ｙ，２ｘ ＋ ｙ，ｙ － ｚ，ｙ － ２ｚ，ｙ － ３ｚ，２ｙ － ５ｚ，由矩形

对边相等条件，可得出

（２ｙ － ５ｚ）＋（ｙ － ２ｚ）＋（ｙ － ｚ）＝ （２ｘ ＋ ｙ）＋（ｘ ＋ ｙ），

（２ｘ ＋ ｙ）＋（２ｙ － ５ｚ）＝ （ｘ ＋ ｙ）＋ ｙ ＋（ｙ － ｚ{ ），
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即
３ｘ － ２ｙ ＋ ８ｚ ＝ ０，

ｘ － ４ｚ ＝ ０{ ．

令 ｚ ＝ １，得 ｘ ＝ ４，ｙ ＝ １０． 代入图中即可，这就是图 １９ ４５（２）．

如果一个大正方形能由边长为互不相等的整数的小正方形

铺满，我们就称这个大正方形是完美正方形（ｐｅｒｆｅｃｔ ｓｑｕａｒｅ）． 如

图 １９ ４５（３）是 １９７８ 年被荷兰数学家用大型计算机算出的一个

完美正方形，这个完美正方形含有小正方形的个数为 ２１，说成

是 ２１ 阶（图中最小的正方形边长没有填写，你知道它的边长应

是多少）．其后，荷兰、苏联数学家证明小于等于 ２０ 阶的完美正

方形不存在 ．

梯　 　 形
四边形中，我们研究了其中一类特殊四边形———两组对边

分别平行的四边形 ． 但还有另一类四边形，许多建筑都有涉

及，图 １９ ４７ 是座古代玛雅神庙，其中就含有这类四边形 ． 即

只有一组对边平行，而另一组对边不平行的四边形，像这样的

四边形叫做梯形 ． 我们身边，有很多物体的形状（如图 １９ ４８

中堤坝和水渠的横截面）都是梯形 ．

图　 １９ ４７
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图　 １９ ４８

梯形有如下重要性质：

如图 １９ ４９，在梯形 ＡＢＣＤ 中，ＤＣ∥ ＡＢ，点 Ｅ，Ｆ 分别为两

腰 ＡＤ，ＢＣ 的中点，连接 ＥＦ（ＥＦ 就是梯形中位线）． 则有：

（１）ＥＦ ∥ ＤＣ ∥ ＡＢ；　 　 　 　 （２）ＥＦ ＝ １２
（ＡＢ ＋ ＤＣ）．

在梯形 ＡＢＣＤ 中，当不平行的两腰 ＡＤ ＝ ＢＣ 时，这样的梯形

就称为等腰梯形．

等腰梯形是轴对称图形． 经过两底中点的直线是它的对

称轴．那么，等腰梯形还有哪些性质呢？你能得出吗？

习题 １９． ３　

（第 ２ 题）

１． 已知矩形的两条对角线所成的钝角是 １２０°，求证：矩形较短

边长等于对角线长的一半．

２． 已知：如图，在矩形 ＡＢＣＤ 中，ＡＥ ⊥ ＢＤ 于点 Ｅ．

（１）若 ∠ＤＡＥ ＝ ２∠ＢＡＥ，求∠ＥＡＣ；

（２）若 ＢＥ ∶ＥＤ ＝ １ ∶ ３，ＡＢ ＝ １，求 ＡＤ．

３． （１）求证：平行四边形四个内角的平分线围成的四边形是矩形；

（２）求证：矩形四个内角的平分线围成的四边形是正方形．

４． 已知：在ＡＢＣＤ 中，点 Ｅ，Ｆ 分别是 ＡＢ，ＣＤ 的中点，且 ＡＦ ＝ ＤＥ． 求证：

ＡＢＣＤ 是矩形．

５． 以 ３ ｃｍ 和 ４ ｃｍ 为两条邻边画一个矩形，并求它的对角线长．

６． 从菱形的钝角顶点向对边引垂线，如果垂线平分对边，求菱形的钝角度数．

７． 在菱形 ＡＢＣＤ 中，ＡＣ ＝ ６ ｃｍ，ＢＤ ＝ ８ ｃｍ，求平行线 ＡＢ 与 ＣＤ 之间的距离．

　
图　 １９ ４９
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８． 求证：依次连接矩形各边中点得到的四边形是菱形．

９． 已知：在ＡＢＣＤ 中，∠ＢＡＣ ＝ ∠ＤＡＣ，求证：ＡＢＣＤ 是菱形．

１０． 以 ３ ｃｍ 为边画菱形，使菱形的一个内角为 ６０°．

１１． 已知：如图，两条等宽的长纸条倾斜地重叠着，求证：重叠部分为菱形．

（第 １１ 题）
　 　 　 　 　 　 　

（第 １２ 题）

１２． 已知：如图，点 Ｄ 是 Ｒｔ△ＡＢＣ 的斜边 ＢＣ 的中点，ＤＥ ⊥ ＡＣ，ＤＦ ⊥ ＡＢ，垂足分

别是点 Ｅ，Ｆ，且 ＢＦ ＝ ＣＥ． 求证：四边形 ＡＥＤＦ 为正方形．
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１９．４ 综合与实践
多 边 形 的 镶 嵌

　 　 如图 １９ ５０，我们常常可以看到用各种形状的地砖（或

墙砖）铺砌成的平面图案．这种用形状相同或不同的平面封

闭图形，覆盖平面区域，使图形间既无缝隙又不重叠地全部

覆盖，在几何里面叫做平面镶嵌．

图　 １９ ５０

用一种正多边形作平面镶嵌是比较简单的情形．

如图 １９ ５１，正三角形、正方形和正六边形都可以用来

作平面镶嵌，这是因为在一个顶点处的几个内角恰好拼成一

个周角，这样镶嵌不重叠、无缝隙．而正五边形却不能用来作

平面镶嵌，如图 １９ ５２．

除了上面几种正多边形可以用来作平面镶嵌外，一般的

三角形和四边形也可以用来作平面镶嵌（图 １９ ５３）．
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图　 １９ ５１

图　 １９ ５２
　 　

图　 １９ ５３

这里提出两个课题：（每位同学从两个中任选一个）

１． 收集生活中的各种镶嵌地板、地砖、墙壁、墙纸的图

案，把它们复制下来与同学交流，并研究它们的构成和拼接

方法．

２． 请你分别按下列要求设计一个多边形的镶嵌图案：

（１）只用一种正多边形；

（２）同时用两种正多边形；
（３）用一种非正多边形．

几何定理的机器证明

１９５０ 年，波兰数学家塔斯基指出：所有的代数或几何命题都

可以判其真伪． 这一发现，是机器（指电脑）证明的理论基础． 现

在，电脑的运算速度非常快，它的证明潜力也正在逐渐地被认识、

被开发．
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任意三角形的内角三等分线必交于一个正三角形的顶点，这

就是莫勒定理，它的证明很不容易，如果再要考虑外角三等分线

的话，就更困难了． 但若先将其化成代数问题，再让电脑去处理，

则很快就能得出结果．

中国科学院院士、著名的数学家吴文俊（１９１９—２０１７）在机器

证明方面做出了很大的贡献 ． ２０ 世纪 ７０ 年代后期，在计算机技

术广泛应用的背景下，他继承和发展了中国古代数学的算法化

思想，进行几何定理的机器证明研究，取得了一系列国际领先成

果，并应用于国际上当前流行的符号计算软件，这些研究作为国

际自动推理界先驱性工作，被称为“吴方法”，产生了很大影响 ．

２００１ 年吴文俊荣获首届“国家最高科学技术奖”（２０００ 年度）．

吴文俊的机器证明可以分成下面三个主要步骤：

第一步（几何的代数化与坐标化）　 把几何问题代数化，就是

把命题的假设和结论表示成多项式方程组．

第二步（几何的机械化）　 证明定理就是从假设推导出结论．

几何定理证明的机械化，就是要从定理的假设部分的多项式方程

组依确定步骤推导出结论部分的多项式方程组．

第三步　 依据第二步中的确定步骤编成程序，并在计算机上

实施，以得出定理是否成立的最后结论．

吴文俊于 １９７７年提出来的证明几何定理的吴方法适用于证明

“等式型”的几何定理（即定理的假设和结论都可以用多项式方程

组来表示的定理），而且证明的效率很高，一般用几分钟、几秒钟就

可以证出不简单的定理，甚至还能自动发现定理．但是，不能用多项

式方程组表示的几何性质（例如一些涉及大小的几何性质就不能用

多项式等式关系来表达）还不能用该方法进行机械化证明．机器证

明还有许多方面需要我们去探索和创新．



１０２　　
第 １９ 章 　 四 边 形 　

一、内容整理

１． 本章知识结构：

２． 各种特殊四边形的关系：

二、主要知识回顾

１． 各种特殊四边形的性质．

图　 　 形
性　 　 质

边 角 对角线

平行四边形

矩　 形

菱　 形

正方形

　 　 ２． 如何判定一个四边形是平行四边形、矩形、菱形、正方形？

３． 几个重要结论：

（１）多边形内角和、外角和定理：ｎ（ｎ≥３）边形内角和等于（ｎ －２）·１８０°，

外角和等于 ３６０°．在平面镶嵌中，多边形内角和性质起着重要作用．

（２）三角形中位线定理．
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三、自评与互评

１． 本章从三角形内角和、外角和的性质出发，推广到 ｎ 边形内角和、外角

和的性质，学习这段内容时，你有什么体会？

２． 学习一般平行四边形和特殊平行四边形这段内容时，你的主要收获是

什么？与同学相互交流一下．

１． 填空：

（１）一个多边形的外角和是内角和的 ２７
，则这个多边形的边数是　 　 　 　 　 　 ；

（２）一个多边形的每个外角都等于它相邻的内角，则这个多边形的边数是
，它的每个外角的度数是 ．

２． 四边形的内角可能都是锐角吗？可能都是直角吗？可能都是钝角吗？
３． 是否存在一个多边形，它的每个内角都等于相邻外角的 ３ 倍？并简述你的理由．
４． 已知：如图，在ＡＢＣＤ 中，ＡＥ ＝ ＣＦ，点 Ｍ，Ｎ 是 ＥＤ，ＢＦ 的中点．求证：四边形
ＭＦＮＥ 是平行四边形．

（第 ４ 题）
　 　 　 　 　 　 　

（第 ５ 题）

５． 已知：如图，在ＡＢＣＤ 中，点 Ｏ 是对角线 ＡＣ 的中点． ＥＦ 经过点 Ｏ 分别与 ＡＢ，
ＣＤ 交于点 Ｆ，Ｅ．求证：ＯＥ ＝ ＯＦ． 　 　 　

（第 ７ 题）

６． 将一张长 ４０ ｃｍ、宽 ２０ ｃｍ 的矩形纸片剪成长为
１８ ｃｍ、宽为 １２ ｃｍ 的矩形纸片，问最多能剪几个？

７． 如图，在ＡＢＣＤ 中，ＡＥ 平分∠ＢＡＤ，交 ＢＣ 于点 Ｅ，
ＥＦ ∥ ＡＢ，交 ＡＤ 于点 Ｆ． 试问四边形 ＡＢＥＦ 是菱形
吗？说明你的理由．
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８． 某地有四个村庄 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，它们正好位于一个正方形的四个顶点 ． 现在四个

村庄计划联合架设一条电话线路，他们设计了 ４ 种架设方案，如图中的实线部

分 ．请你帮助计算一下，哪种架设方案最省电线 ．

（第 ８ 题）

（第 ９ 题）

９． 如图，在正方形 ＡＢＣＤ 中，点 Ｅ，Ｆ 是边 ＢＣ，ＣＤ 上的点，且

ＢＥ ＝ ＣＦ． 那么，线段 ＡＥ 与 ＢＦ 的夹角有多大？为什么？

１． 一个多边形的内角中，最多有几个锐角？为什么？

（第 ２ 题）

２． 已知：如图，ＡＢＣＤ 的顶点 Ｄ 在ＡＥＦＧ 的边 ＦＧ 上，

ＡＥＦＧ 的 顶 点 Ｅ 在 ＡＢＣＤ 的 边 ＢＣ 上． 求 证：

ＳＡＢＣＤ ＝ ＳＡＥＦＧ ．

３． 已知：点 Ｍ，Ｎ 分别是ＡＢＣＤ 的边 ＡＢ，ＣＤ 的中点，

ＣＭ 交 ＢＤ 于点 Ｅ，ＡＮ 交 ＢＤ 于点 Ｆ． 求证：ＢＥ ＝

ＥＦ ＝ ＦＤ．

４． 已知点 Ｏ 是矩形 ＡＢＣＤ 内任一点．求证：ＯＡ２ ＋ ＯＣ２ ＝ ＯＢ２ ＋ ＯＤ２ ． 如果点 Ｏ 在

矩形 ＡＢＣＤ 的外部，结论还成立吗？

５． 在△ＡＢＣ 中，ＢＤ，ＣＥ 是两条高，点 Ｐ，Ｑ 分别是 ＢＣ，ＥＤ 的中点．求证：ＰＱ⊥ ＥＤ．
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１． 设四边形 ＡＢＣＤ 的每一个顶点到其他 ３ 个顶点的距离之和都相等 ． 这个四边形

（第 ３ 题）

是什么四边形？请说明理由 ．

２． 证明：在ＡＢＣＤ 中，ＡＣ２ ＋ ＢＤ２ ＝ ２（ＡＢ２ ＋ ＢＣ２）．

３． 已知：如图，在矩形内一些相交线把它分成 ８ 个部分，其

中的 ３ 个部分面积分别为 １３，３５，４９．求图中阴影部分的

面积．

４． （１）如图（１），从ＡＢＣＤ 的顶点 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 向形外的任意直线 ＭＮ 作垂线 ＡＡ′，

ＢＢ′，ＣＣ′，ＤＤ′，垂足是点 Ａ′，Ｂ′，Ｃ′，Ｄ′．求证：ＡＡ′ ＋ ＣＣ′ ＝ ＢＢ′ ＋ ＤＤ′．

（第 ４ 题）

（２）如图（２），将直线 ＭＮ 向上平移，使得点 Ａ 在直线一侧，点 Ｂ，Ｃ，Ｄ 三点在直

线的另一侧，这时，从点 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 向直线 ＭＮ 作垂线，垂足分别为点 Ａ′，

Ｂ′，Ｃ′，Ｄ′，那么垂线段 ＡＡ′，ＢＢ′，ＣＣ′，ＤＤ′之间存在什么关系？

（３）如图（３），再将直线 ＭＮ 向上平行移动，使两侧各有两个顶点，从点 Ａ，Ｂ，Ｃ，

Ｄ 向直线 ＭＮ 作的垂线段 ＡＡ′，ＢＢ′，ＣＣ′，ＤＤ′，它们之间又有什么关系？根

据图（２）、图（３）写出你的猜想，并加以证明．



１０６　　
第 ２０ 章 　 数据的初步分析 　

数据的初步分析

２０．１ 　 数据的频数分布

２０．２ 　 数据的集中趋势

与离散程度

２０．３ 　 综合与实践　

体重指数

　 　 D§¨©ª«2¬§­H®I¨�¡T¯°\]±
²³´µ¶·¸'¹º（»¼：ｍｉｎ）A½.n，¾£¿À
ÁÂ. ４０ Ã�¡，l10Ä：

４０，２１，３５，２４，４０，３８，２３，５２，３５，６２，
３６，１５，５１，４５，４２，４０，３２，４３，３６，３４，
５３，３８，４０，３９，３２，４５，４０，５０，４５，４０，
５０，２６，４５，４０，４５，３５，４０，４２，４５，４０ ．

:;ÅÆ=;Tª;Ç&È，¾ÉÊËP¬§I¨­
H®�¡'·¸ÌÍu？#$ÎWÏT��ÐÄ"'Ñ
PÒ�．

　 　 \]^，_R#$`Uab)cd)efghO，D
i2#$jklcdmnop)qr．



１０７　　
　 ２０ ． １　 数据的频数分布

２０．１ 数据的频数分布
　 　 问题?　 某校学生在假期进行“空气质量情况调查”的

课题研究时，他们从当地气象部门提供的今年上半年的资料

中，随意抽取了 ３０ 天的空气综合污染指数，数据如下：

３０，７７，１２７，５３，９８，１３０，５７，１５３，８３，３２，

４０，８５，１６７，６４，１８４，２０１，６６，３８，８７，４２，

４５，９０，４５，７７，２３５，４５，１１３，４８，９２，２４３．

根据国家环保总局公布的《空气质量级别表》：

空气污染指数 ０ ～ ５０ ５１ ～ １００ １０１ ～ １５０ １５１ ～ ２００ ２０１ ～ ２５０ ２５１ ～ ３００ 大于 ３００

空气质量级别
Ⅰ级
（优）

Ⅱ级
（良）

Ⅲ级 １
（轻微污染）

Ⅲ级 ２
（轻度污染）

Ⅳ级 １
（中度污染）

Ⅳ级 ２
（中度重污染）

Ⅴ级
（重度污染）

　 　 把数据按上述级别分成 ０ ～ ５０，５１ ～ １００，１０１ ～ １５０，

１５１ ～ ２００，２０１ ～ ２５０ 共 ５ 个组，进行整理，得下表：

空气污染指数分布表

空气污染指数 ０ ～ ５０ ５１ ～ １００ １０１ ～ １５０ １５１ ～ ２００ ２０１ ～ ２５０

天　 　 数 ９ １２ ３ ３ ３

　 　 １． 说说这 ３０ 天的空气质量，根据国家公布的级别，各

级别各占多大比率（即分布情况）．

２． 该校学生估计该地今年（按 ３６５ 天计算）空气质量达

到优级别的天数约是 １１０ 天．你知道他们是如何估计出这个

结论的？

问题 １ 启示我们：面对量大的数据，要想从中获取所需

信息，常常先要选择好合适的统计表、图． 把相差不大的数
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据放在一起，进行适当分组（例如，这里按空气质量级别分

组），然后统计出落在各个小组内数据的个数，并借助表格

将分组结果及各组数据的个数进行整理，这样，便反映出

这批数据的分布规律．

下面我们就来通过具体的事例，学习这种分析数据的分

布的方法．

问题?　 某校体卫组想对该校八年级全体学生一周内

平均每天参加课外锻炼的时间（单位：ｍｉｎ）有所了解，从中

随机抽查了 ４０ 名学生，结果如下：

４０，２１，３５，２４，４０，３８，２３，５２，３５，６２，

３６，１５，５１，４５，４２，４０，３２，４３，３６，３４，

５３，３８，４０，３９，３２，４５，４０，５０，４５，４０，

５０，２６，４５，４０，４５，３５，４０，４２，４５，４０．

为了了解这批数据反映的情况，可以对它进行怎样的分

析呢？

一般地，可按下列步骤来分析：

（１）计算这批数据中最大数与最小数的差．

这批数据中最大数与最小数的差为：６２ － １５ ＝ ４７．由此

可知这批数据的变动范围．

（２）决定组距和组数．

组距是指每个小组的两个端点间的距离．将这批数据分

组．如果每组组距相同，并取组距为 ８，那么

组数 ＝ 最大数
－最小数
组距

＝ ４７
８ ≈

６，即把数据分成 ６ 组．

（３）决定分点．

将数据按照 ８ ｍｉｎ 的组距分组，从 １５ 开始，分成 １５ ～

２３，２３ ～ ３１，３１ ～ ３９，３９ ～ ４７，４７ ～ ５５，５５ ～ ６３ 这 ６ 组．这时，

我们发现数据 ２３，３９ 正好落在分点上，不好决定它们究竟

属于哪一组，为了避免这种情况，一般地把表示分点的数比

原数据多取一位小数，并把第一组的起点定为比最小的数据
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稍小一点的数．如把第一组的起点定为 １４． ５，这样所分的 ６

个组是：

１４． ５ ～ ２２． ５，２２． ５ ～ ３０． ５，３０． ５ ～ ３８． ５，

３８． ５ ～ ４６． ５，４６． ５ ～ ５４． ５，５４． ５ ～ ６２． ５．

（４）列频数分布表．

我们把一批数据中落在某个小组内数据的个数称为这

个组的频数（ａｂｓｏｌｕｔｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ）． 通常用选举时唱票的方

法，对落在各个小组内的数据个数进行记录，算出每一个小

组 的 频 数，并 制 成 频 数 分 布 表 （ｔａｂｌｅ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）．如果一批数据共有 ｎ 个，而其中某一组数据是

ｍ个，那么
ｍ
ｎ
就是该组数据在这批数据中出现的频率

（ｒｅｌａｔｉｖｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ）．

４０ 名学生平均每天锻炼时间频数分布表

分　 　 组 频 数 统 计 频　 　 数

１４． ５ ～ ２２． ５ 丅 ２

２２． ５ ～ ３０． ５ ■ ３

３０． ５ ～ ３８． ５ 正正 １０

３８． ５ ～ ４６． ５ 正正正■ １９

４６． ５ ～ ５４． ５ 正 ５

５４． ５ ～ ６２． ５ 一 １

合　 　 计 ４０

　 　 在编制频数分布表时，关键是分组，即确定分几组，组距

是多少？通常要根据问题的需要而定．一般来说，数据越多，

分的组数就越多．当数据在 １００ 个以内时，可分成 ５ ～ １２ 组，

各组的组距可以相同，也可以彼此不同．分组时，要注意使每

个数据只落在一个组内．

（５）画频数直方图．

画出相互垂直的两条直线，用横轴表示分组情况，纵轴
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表示频数，绘出相应的长方形条，就得到了频数直方图

（ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｈｉｓｔｏｇｒａｍ）．图 ２０ １ 是根据前面的“４０ 名学生平

均每天锻炼时间频数分布表”绘制的直方图：

图　 ２０ １

　 　 １． 根据频数直方图（图 ２０ １），说说这 ４０ 名学

生平均每天参加课外锻炼的时间是如何分布的．

２． 如果该校八年级有 ５００ 名学生，估计一下平

均每天参加课外锻炼达 ３０ ｍｉｎ 以上的有多少人？

　 　 例　 某校从七年级中任意抽取一个班，该班学生身高
（单位：ｃｍ）的频数分布如表所示：

分组
１３６． ５ ～
１４１． ５

１４１． ５ ～
１４６． ５

１４６． ５ ～
１５１． ５

１５１． ５ ～
１５６． ５

１５６． ５ ～
１６１． ５

１６１． ５ ～
１６６． ５

１６６． ５ ～
１７１． ５

１７１． ５ ～
１７６． ５ 合计

频数 １ ４ １０ １５ ９ ８ ２ １ ５０

　 　 根据所给表回答：
（１）身高在 １６１． ５ ｃｍ 以上的学生有多少？占全班人数

的百分之几？
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（２）估计该校七年级全体 ４００ 名新生中，身高在
１６１． ５ ｃｍ以上的约有多少人？

解　 （１）身高在 １６１． ５ ｃｍ 以上的学生有

８ ＋ ２ ＋ １ ＝ １１（人），

占全班人数的 ２２％ ．

（２）全体七年级学生中，身高在 １６１． ５ ｃｍ 以上的人数

约为

４００ × ２２％ ＝ ８８（人）．

１． 某校为了了解七年级 ３５０ 名学生的数学学习情况，从该年级任意抽取了 ５０ 名学生进

行测试，结果如下（单位：分）：

９３，９２，７５，７７，７２，７３，８４，６７，９５，８４，

８６，７１，９６，８４，８５，８９，９２，７４，７３，８３，

４０，６８，８１，９８，９４，８９，９２，９９，７０，８２，

７２，９３，６８，８５，８６，７５，８３，７８，９２，６０，

８９，５２，９６，８３，９２，８６，６７，７７，５７，７７．

（１）请你完成下面的频数分布表：

分　 　 组 频数统计 频　 　 数

３９． ５ ～ ４９． ５

４９． ５ ～ ５９． ５

５９． ５ ～ ６９． ５

６９． ５ ～ ７９． ５

７９． ５ ～ ８９． ５

８９． ５ ～ ９９． ５

合　 　 计

　 （２）画出频数直方图；

（３）试估计该校七年级有多少名学生数学成绩在 ８０ 分（含 ８０ 分）以上．
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２． 某林业局对林区内树木的生长情况进行抽样调查，测得一些树干的树围长度（单位：

ｍ），并列出如下的频数分布表：

分 组 ０． ４ ～ ０． ５ ０． ５ ～ ０． ６ ０． ６ ～ ０． ７ ０． ７ ～ ０． ８ ０． ８ ～ ０． ９ ０． ９ ～ １． ０ １． ０ ～ １． １ １． １ ～ １． ２

频 数 ３ ９ １８ ３０ ２０ １０ ７ ３

　 （１）画出频数直方图；

（２）求树围长度为 ０． ６ ～１． ０ ｍ之间的树木数占总树木数的百分率．

习题 ２０． １　

１． 以下数据是某公司 ４０ 名员工某天的手机通话时间（单位：ｍｉｎ）：

１０， ９， ２１， １３， ２０， ２６， ２， ８，

３０， １７， ５， ２， ２２， ２５， ３， ４，

２７， ３０， ３１， ３３， １８， ４０， ３２， ３３，

２６， ８， ５， ３０， １１， ５５， ３７， ２６，

２３， １５， ６， １０， ７， ３８， ２３， ３９．

请列出频数分布表，并画出频数直方图．

２． 某市有关部门对全市 ２４ ０００ 名初中生的视力状况进行了一次抽样调查，下图是利

用所得数据绘制的频数直方图：

（第 ２ 题）
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　 （１）从图中你能获得哪些信息？

（２）如果视力不低于 ４． ８５均属正常，那么估计全市有多少名初中学生的视力正常？

３． 某乡去年推广种植超级杂交水稻，全乡共有 ５０ 块试验田，这 ５０ 块试验田的产量

（单位：ｋｇ）分布如下：

分 组
７８２． ５ ～
７８７． ５

７８７． ５ ～
７９２． ５

７９２． ５ ～
７９７． ５

７９７． ５ ～
８０２． ５

８０２． ５ ～
８０７． ５

８０７． ５ ～
８１２． ５

８１２． ５ ～
８１７． ５

８１７． ５ ～
８２２． ５

频 数 １ ２ ４ ６ １０ １４ ８ ５

　 （１）利用上表中的数据画出频数直方图；

（２）产量超过 ８０２． ５ ｋｇ 的试验田占多大的比例？

４． 如图是某班全体学生年龄的频数直方图．根据图中提供的信息，画出该班学生年

龄分布扇形统计图．

（第 ４ 题）

５． 如图是从某校八年级抽取的 ３０ 名男生和 ３０ 名女生立定跳远成绩的频数直方图．

请你根据图形，说说你从中获取的信息．

（第 ５ 题）
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对课外作业时间的统计分析

分科记录你每次做语文、数学、外语及其他学科课

外作业所用时间（单位：ｍｉｎ），连续五周．然后把全班同

学记录的情况放在一起，进行统计，制成表、图． 从中分

析学业负担情况，并对学科教学提出合理建议．

风向频率玫瑰图

在日常生活中，气象部门一般用气候统计图来表现气候特

征．气候统计图主要分析气候要素时间分布、时间变化，以及气候

要素间的相互关系，具有鲜明醒目、富于表现、易于理解的特点．

下面介绍一种最常见的气候统计图———风向频率玫瑰图．

风向频率玫瑰图是绘出一个给定地点在一段时间内各种风

向所出现的频率，因图形与玫瑰花朵相似，故名为“风向频率玫瑰

图”，简称“风向玫瑰图”．一般地，根据一个地方在一段时间内所

统计的风向频率，就可以画出当地的风向频率玫瑰图． 最常见的

风向频率玫瑰图是一个圆，具体作法是：以一点为圆心作圆，将圆

周 １６ 等分，通过圆心向周围的 １６ 等分点引出 １６ 条射线，表示 １６

个风向方位，分别记为 Ｎ，ＮＮＥ，…，ＮＮＷ（Ｅ，Ｓ，Ｗ，Ｎ 分别表示东、

南、西、北四个方位）． 然后以１ ｃｍ为半径画圆，在此圆上表示频率

为 ５％ ，同理依次以２ ｃｍ，３ ｃｍ，…为半径画同心圆，分别表示频率

为 １０％，１５％，…，再根据各风向频率数据，在各个风向（射线）上

描出各点，依次把这些点连接起来，就得到了风向频率玫瑰图． 进

一步，若还知道各个风向上的平均风速，也可以在图上将平均风

速表示出来．具体作法是：以每 １ ｃｍ 长代表风速 １ ｍ ／ ｓ，将各方位
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的风速分别描在相应方向的射线上，再依次把这些点连接起来，

就得到了风速玫瑰图．

例如，已知 Ａ 气象站所测得的风向频率和平均风速如下表所

示．根据下表中的数据，就可以作出该站的风向频率玫瑰图（红

线）和风速玫瑰图（蓝线），如图 ２０ ２ 所示．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａ 气象站各风向频率和平均风速

风向 Ｎ ＮＮＥ ＮＥ ＥＥＮ Ｅ ＥＥＳ ＳＥ ＳＳＥ Ｓ

频率（％） ５ ６ ６ ７ ８ １０ ９ ８ ４

平均风速 ／（ｍ·ｓ －１） ３． ４ ３． ３ ３． ５ ３． ６ ３． ２ ３． ２ ３． ４ ３． ７ ２． ９

风向 ＳＳＷ ＳＷ ＷＷＳ Ｗ ＷＷＮ ＮＷ ＮＮＷ Ｃ（静风）

频率（％） ３ ２ ２ ３ ７ ８ ５ ６

平均风速 ／（ｍ·ｓ －１） ２． ５ ２． ３ ２． ３ ２． ６ ３． ５ ３． ５ ３． ６ ０． ０

图 ２０ ２　 Ａ 气象站的风向频率（红线）、风速（蓝线）玫瑰图

有了风向频率玫瑰图，很直观地就可得出一个地区在一段时

间内的主导风向（频率最大的风向），这样有助于对今后该地区的

风向情况进行预测和估计．

此外，风与其他气候要素的相关情况也可在风向频率玫瑰图

中表示出来．例如，若知道某地的降雨量情况，就可在风向频率玫

瑰图上表示该地风向与降雨量之间的关系．一般风向观测记录均
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用 １６ 方位，但为了统计的方便与意义明确，可采用 ８ 方位绘制风

向频率玫瑰图．具体作法是：以每 １ ｃｍ 长代表降雨量 １００ ｍｍ，将

各方位的降雨量分别描在相应方向的射线上，再依次把这些点连

接起来，就可以表示风向与降雨量的关系．如图 ２０ ３所示，某地

吹东南风和南风时，雨量最多，达 ２４０ ～ ２５０ ｍｍ；吹西风时雨量最

少，约 ５０ ｍｍ．

图 ２０ ３　 某地雨量和风向的相关图（红线）
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２０．２ 数据的集中趋势与离散程度
　 　 １． 数据的集中趋势

（１）平均数

问题?　 某校“环保宣传”小组定期对学校的空气含尘

量进行检测，下面是某天每隔 ２ ｈ 测得的数据：

０． ０３，０． ０４，０． ０３，０． ０２，０． ０４，０． ０１，

０． ０３，０． ０３，０． ０４，０． ０５，０． ０１，０． ０３．

图　 ２０ ４

根据上面数据，怎样说明这一天的空气含尘量？

计算上述数据的平均数：

１
１２
×（０． ０３ ＋ ０． ０４ ＋ ０． ０３ ＋ ０． ０２ ＋ ０． ０４ ＋ ０． ０１ ＋ ０． ０３

＋ ０． ０３ ＋ ０． ０４ ＋ ０． ０５ ＋ ０． ０１ ＋ ０． ０３）＝ ０． ０３（ｇ ／ ｍ３）．

把这个平均数作为这组数据的一个代表，用来反映该日

空气含尘量的一般状况．我们说学校这一天的空气含尘量平

均为 ０． ０３ ｇ ／ ｍ３ ．
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一般地，如果有 ｎ 个数据

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，

那么，
１
ｎ
（ｘ１ ＋ｘ２ ＋…＋ｘｎ）就是这组数据的平均数（ｍｅａｎ），

用“ｘ”表示，即

ｘ ＝ １
ｎ
（ｘ１ ＋ ｘ２ ＋… ＋ ｘｎ）． ①

对于一组数据，我们常用平均数来作为刻画它的集中趋

势的一种方法．

例 １　 在一次校园网页设计比赛中，８ 位评委对甲、乙两

名选手的评分情况如下：

评　 分　 表

评委评分
情况

选手

１ 号 ２ 号 ３ 号 ４ 号 ５ 号 ６ 号 ７ 号 ８ 号

甲 ９． ０ ９． ０ ９． ２ ９． ８ ８． ８ ９． ２ ９． ５ ９． ２

乙 ９． ４ ９． ６ ９． ２ ８． ０ ９． ５ ９． ０ ９． ２ ９． ４

　 　 确定选手的最后得分有两种方案：一是将评委评分的

平均数作为最后得分；二是将评委评分中的一个最高分与一

个最低分去掉后的平均数作为最后得分．

哪一种方案更为可取？

解　 按方案一计算甲、乙的最后得分为

ｘ甲 ＝
１
８
（８． ８ ＋ ９． ０ × ２ ＋ ９． ２ × ３ ＋ ９． ５ ＋ ９． ８）

≈ ９． ２１（分），

ｘ乙 ＝
１
８
（８． ０ ＋ ９． ０ ＋ ９． ２ × ２ ＋ ９． ４ × ２ ＋ ９． ５ ＋ ９． ６）

≈ ９． １６（分）．

这时，甲的成绩比乙高．

按方案二计算甲、乙的最后得分为
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ｙ甲 ＝
１
６
（９． ０ × ２ ＋ ９． ２ × ３ ＋ ９． ５）≈ ９． １８（分），

ｙ乙 ＝
１
６
（９． ０ ＋９． ２ ×２ ＋９． ４ ×２ ＋９． ５）≈ ９． ２８（分）．

这时，乙的成绩比甲高．

将上面的得分与表中的数据相比较，我们发现有 ５ 位评

委对甲的评分不高于乙，这表明多数人认为乙的成绩好．方

案二的结果表明乙的成绩比甲高，与大多数评委的观点相

符．因此，按方案二评定选手的最后得分较为可取．

　 　 用平均数来刻画一组数据的集中趋势，容易受

什么影响？

１． 人们说“女性比男性寿命长”是依据什么得出的？

２． 本节例 １ 中若只去掉一个最高分或只去掉一个最低分，再将其余评委评分的平均数作

为最后得分是否可取？为什么？

　 　 例 ２　 某校在招聘新教师时以考评成绩确定人选． 甲、

乙两位高校毕业生的各项考评成绩如下表：

考评项目
成绩 ／分

甲 乙

教学设计 ９０ ８０

课堂教学 ８５ ９２

答　 　 辩 ９０ ８３



１２０　　
第 ２０ 章 　 数据的初步分析 　

　 　 （１）如果学校将教学设计、课堂教学和答辩按 １ ∶ ３ ∶ １

的比例来计算各人的考评成绩，那么谁会被录用？

（２）如果按教学设计占 ３０％、课堂教学占 ５０％、答辩占
２０％来计算各人的考评成绩，那么又是谁会被录用？

解　 （１）甲的考评成绩为
９０ × １ ＋ ８５ × ３ ＋ ９０ × １

１ ＋ ３ ＋ １
＝ ８７（分），

乙的考评成绩为

８０ × １ ＋ ９２ × ３ ＋ ８３ × １
１ ＋ ３ ＋ １

＝ ８７． ８（分），

因此，乙会被录用．

（２）甲的考评成绩为
９０ × ３０％ ＋ ８５ × ５０％ ＋ ９０ × ２０％ ＝ ８７． ５（分），

乙的考评成绩为

８０ × ３０％ ＋ ９２ × ５０％ ＋ ８３ × ２０％ ＝ ８６． ６（分），

因此，甲会被录用．

　 　 例 ２ 中是用什么来表示各个指标的重要程度的？

　 　 一般地，对上面的求平均数，可统一用下面的公式：

ｘ ＝
ｘ１ ｆ１ ＋ ｘ２ ｆ２ ＋… ＋ ｘｋ ｆｋ
ｆ１ ＋ ｆ２ ＋… ＋ ｆｋ

． ②

（ｆ１ ＋ ｆ２ ＋… ＋ ｆｋ ＝ ｎ，ｋ ≤ ｎ）

其中 ｆ１，ｆ２，…，ｆｋ 分别表示数据 ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ 出现的

次数（如例 １），或者表示数据 ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ 在总结果中的比

重（如例 ２），我们称其为各数据的权（ｗｅｉｇｈｔ），ｘ叫做这 ｎ 个

数据的加权平均数（ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｍｅａｎ）．

　 　 　 　 　 　 　

　 　 各个指标的

重要 程 度 不 一

样，考评的结果

也就不同！
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通过例 ２，我们可以看出数据的权能反映数据的相对
“重要程度”．

　 　 公式②与公式①有什么关系？

（第 １ 题）

１． 据气象台预报，２０１２ 年某日我国 ３４ 个主要城市的最高气温情况如图所示：

问这 ３４ 个城市这一天最高气温的平均值是多少？

２． 小林、小红两位同学英语各单项测试成绩如下：

分数

学生

测试项目
听　 力 阅　 读 写　 作

小　 林 ７０ ８０ ９０

小　 红 ９０ ８０ ７０

　 若听力、阅读、写作三项成绩分别按 １５％，５０％，３５％计入总分，谁的总成绩好？若分

别按 ３５％，５０％，１５％呢？
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　 　 求一组数据的平均数，当数据很多时，用笔算比较麻烦，

这时用计算器就很简便．只要按照指定的方法将各个数据依
次输入计算器（图 ２０ ５），即可直接得出结果．下面，我们以
例 １ 中求选手甲的平均分为例加以说明．

操作步骤：

（１） ＯＮ ／ Ｃ 开机；
（２） ２ｎｄｆ ＤＥＬ 清除原有数据；
（３） ２ｎｄｆ ＭＯＤＥ １，选择单变量统计模式；
（４）９． ０ ＤＡＴＡ ，输入数据 ９． ０（显示 ｎ ＝ １ 为样本数，

下同）；

（５） ＤＡＴＡ ，重复输入数据 ９． ０；
（６）９． ２ ，３ ＤＡＴＡ ，输入 ３ 个相同的数据 ９． ２；
（７）９． ８ ＤＡＴＡ ，输入数据 ９． ８；
（８）８． ８ ＤＡＴＡ ，输入数据 ８． ８；
（９）９． ５ ＤＡＴＡ ，输入数据 ９． ５；
（１０） ＲＣＬ ｘ ，计算这组数据的平均数．

如果要计算这组数据的和，只要按 ＲＣＬ ∑ｘ 键即可．若
在按 ＤＡＴＡ 键前出现输入错误，只要按 ＯＮ ／ Ｃ 键即可删除；

若在按 ＤＡＴＡ 键后，需用  键确认最后输入的数据，按

２ｎｄｆ ＣＤ 键清除．若要清除全部数据，按 ２ｎｄｆ ＤＥＬ 键．

　 　 ６０ 个长绒棉样品的纤维长度（单位：ｍｍ）如下：

３７，４３，３３，３７，３６，４１，３９，３４，３８，４５，

３６，３０，３７，２８，４１，３８，３５，３７，３２，４４，

２９，３６，４２，３８，３６，３５，３７，３４，４０，３７，

３１，３７，４７，３５，３７，３９，３８，３６，４０，３８，

３５，２７，３８，３７，３３，３７，２６，３６，３８，４４，

４８，４２，３６，３３，３９，３６，３８，３７，３７，４０．

请用计算器计算该批样品纤维的平均长度（精确到 ０． ０１ ｍｍ）．

图　 ２０ ５
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　 　 （２）中位数与众数

问题?　 某公司对外宣称员工的平均年薪为 ３ 万元．经

过调查，发现该公司全体员工年薪的具体情况如下表：

年薪 ／万元 １２ ９ ６ ４ ３ ２． ５ ２ １． ５ １

员工人数 １ １ １ １ ２ ２ ５ ６ ２

　 　 看了这张调查表，你认为该公司的宣传是否失实？３ 万

元能代表该公司员工年薪的一般水平吗？

在公司的 ２１ 名员工中，年薪不低于 ３ 万元的只有 ６ 人，

而低于 ３ 万元的却有 １５ 人，并且其中有 １３ 人不超过 ２ 万

元，８ 人不超过 １． ５ 万元，年薪 １． ５ 万元的人数最多，为 ６ 人．

如果我们将上面的 ２１ 个数据按大小顺序排列，不难发

现数据 ２ 万元处于中间位置，也就是说：

（１）年薪不低于 ２ 万元的人数不少于一半（１３ 人）；

（２）年薪不高于 ２ 万元的人数也不少于一半（１３ 人）．

一般地，当将一组数据按大小顺序排列后，位于正中间

的一个数据（当数据的个数是奇数时）或正中间两个数据的

平均数（当数据的个数是偶数时）叫做这组数据的中位数

（ｍｅｄｉａｎ）．一组数据中出现次数最多的数据叫做这组数据的

众数（ｍｏｄｅ）．如问题 ２ 中的 ２１ 个数据，它的中位数是 ２ 万

元，众数是 １． ５ 万元．

中位数和众数也是刻画数据集中趋势的两种方法．

　 　 问题 ２ 中是用平均数、中位数，还是用众数来代

表公司员工年薪的一般水平更为合适？
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　 　 例 ３　 ８ 位评委对选手甲的评分情况如下：

９． ０，９． ０，９． ２，９． ８，８． ８，９． ２，９． ５，９． ２．

求这组数据的中位数和众数．

解　 将这 ８ 个数据按从小到大的顺序排列，得

８． ８，９． ０，９． ０，９． ２，９． ２，９． ２，９． ５，９． ８．

其中正中间的两个数据是 ９． ２，９． ２，它们的平均数也是
９． ２，即这组数据的中位数是 ９． ２ 分．

数据 ９． ２ 出现次数最多，所以这组数据的众数也是
９． ２ 分．

问题?　 巨星公司是以生产各种模具为主的大型企业，

公司销售部有营销员 １５ 人．销售部为了制定下一年度每位

营销员的销售定额，统计了这 １５ 人本年度的销售情况：

销售额 ／万元 ３３０ ２８０ １５０ ４０ ３０ ２０

营销员人数 １ １ ２ ６ ４ １

　 　 （１）如果公司销售部把每位营销员的下一年度销售额

定为平均数 ８６ 万元，你认为是否合理？为什么？

（２）你认为销售额定为多少元比较合理？试说出你的

理由．

我们看到，在上面的问题中，虽然 ８６ 万元是这 １５ 个人

销售额的平均值，但是销售额超过 ８６ 万元的只有 ４ 人，还不

到总人数的
１
３
，绝大多数人的销售额不到其一半（不超过 ４０

万元）．可见，如果以平均值 ８６ 万元作为下一年度每位营销

员的销售定额，将会大大超过绝大多数人的承受能力，不利

于调动多数营销员的积极性．

但是如果我们注意到 ４０ 万元这个数据，就会发现：

（１）它是众数；

（２）它是中位数，销售额不小于它的人数为 １０ 人，小于

　 　 　 　 　 　 　

　 　 你能根据平

均数、中位数和众

数描述评委的评

分情况吗？
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它的仅有 ５ 人．

因此，若将 ４０ 万元定为下年度的销售额，则更加符合大
多数人的承受能力，有利于调动营销员的积极性．

　 　 平均数、中位数、众数分别从哪些方面反映了一
组数据的特点？

　 　 平均数、中位数和众数都是反映数据集中趋势的统计量，

能从不同的角度提供信息．

平均数能充分利用数据提供的信息，它的使用最为广泛，

能刻画一组数据整体的平均状态，但不能反映个体性质，易受

极端值（即一组数据中与其余数据差异很大的数据）的影响．

中位数代表了这组数据数值大小的“中点”，不易受极

端值影响，但不能充分利用所有数据的信息．

众数反映一组数据中出现次数最多的数据． 一组数据
中，众数可能不止一个，也可能没有．

我们已经看到，有时是平均数更能反映问题，有时则是

中位数或众数更能反映问题．总之，要根据具体问题来选择
刻画一组数据的集中趋势的统计量，选择的统计量要能够更

客观地反映实际背景．

　 　 １０ 位学生的鞋号由小到大是 ２０，２０，２１，２１，
２２，２２，２２，２３，２３，２３．这组数据的 ３ 个集中趋势的
统计量中最令鞋厂关注的是哪一个？最不感兴趣的

又是哪一个？
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１． 一组数据的平均数、中位数和众数一定在这组数据中吗？举例说明．

２． 某届世界杯足球赛结束后，球迷统计了全部（６４ 场）比赛的进球情况．

进球数 ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

场　 数 ３ １５ ２０ １１ ８ ４ １ １ １

　 求全部比赛进球数的中位数和众数．

３． 如图是 Ｎ 市某年 １２ 月 １ 日至 １０ 日的最低气温图．

（第 ３ 题）

求这 １０ 天最低气温的平均数、中位数和众数．

４． 小明在一次数学检测中得了 ８０ 分，而全班同学这次检测的平均成绩为 ７５ 分，因此小

明认为他的成绩在全班属中等偏上，你同意他的看法吗？

　 　 问题? 　 某园艺场采摘苹果，边采摘、边装箱，共装了
２ ０００ 箱．苹果的市场收购价为 ４ 元 ／ ｋｇ． 现在要估计出这
２ ０００ 箱苹果的销售收入，我们可以怎样去做？

方法一：全面调查，就是一箱箱地称，再根据苹果的总

质量估计这 ２ ０００ 箱苹果的销售收入．

方法二：采用抽样的方法．该园艺场从中任意抽出了 １０

箱苹果，称出它们的质量，得到如下数据（单位：ｋｇ）：

１６，１５，１６． ５，１６． ５，１５． ５，１４． ５，１４，１４，１４． ５，１５．
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算出它们的平均数

ｘ ＝ １５． １５（ｋｇ）．

把　 ｘ 作为每箱苹果的平均质量，由此估计这 ２ ０００ 箱苹果的
销售收入约为

４ × １５． １５ × ２ ０００ ＝ １２１ ２００（元）．

例 ４　 某单位共有 ２８０ 位员工参加了社会公益捐款活
动，从中任意抽取了 １２ 位员工的捐款数额，记录如下：

捐款数额 ／元 ３０ ５０ ８０ １００

员工人数 ２ ５ ３ ２

　 　 估计该单位的捐款总额．

解　 这 １２ 位员工的捐款数额的平均数为

　 　 ｘ ＝ １
１２
（３０ × ２ ＋ ５０ × ５ ＋ ８０ × ３ ＋ １００ × ２）＝ ６２． ５（元）．

以　 ｘ 作为所有员工捐款的平均数，由此估计该单位的
捐款总额约为

６２． ５ × ２８０ ＝ １７ ５００（元）．

从上面的问题和例子中，我们可以看到：现实生活中，

总体平均数一般难以计算出来，通常我们就用样本平均数估

计总体平均数．

问题?　 某班 ４５ 名学生的体重（单位：ｋｇ）数据如下：

４７，４８，４２，６１，５０，４５，４４，４６，５１，
４６，４５，５１，４８，５３，５５，４２，４７，５１，
４９，４９，５２，４６，５２，５７，４９，４８，５７，
４９，５１，４１，５２，５８，５０，５４，５５，４８，
５６，５４，６０，４４，５３，６１，５４，５０，６２．

选第 ９ 列的数据作为样本，计算它的平均数；再选取第
３，６，９ 列共三列的数据作为样本，计算它的平均数．与总体

　 　 　 　 　

　 　 用这两种方

法估计销售收入

各有什么优、缺点？
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的平均数相比较，你有什么发现？

用样本的平均数估计总体的平均数，如果样本容量太

小，往往差异较大．

１． 为了解某小区居民 ７ 月份的用水情况，任意抽查了 ２０ 户家庭的月用水量，结果如下：

月用水量 ／ ｍ３ １０ １２ １３ １４ １５ １６ １７ １８

户　 　 数 ３ ５ ２ ３ ３ ２ １ １

　 如果该小区有 ２００ 户家庭，估计该小区居民 ７ 月份的用水总量．

２． 某家电商场今年 ７ 月 １５ 日至 ７ 月 ２０ 日，每天销售某种空调数量（单位：台）为：

６，８，８，１０，１２，１０．

据此预测，下半年销售量可达到 １ ６５６ 台，请问是怎样作出预测的？这种预测有道

理吗？

３． 抽查某商场 ８ 月份 ７ 天的营业额（单位：万元），结果如下：

３． ０，３． １，２． ９，３． ０，３． ４，３． ２，３． ５．

试估计这个商场该月的营业额（精确到 ０． ０１ 万元）．

４． ６ 月 ５ 日是“世界环境日”，某校“绿色”小组进入明光社区进行一次有关“白色污染”

方面的抽样调查，调查结果如下：

每户居民平均每天

丢弃废塑料袋 ／个
０ ３ ４ ５ ６

户　 　 数 ２ ９ ２８ １６ ５

　 如果该社区有 ５００ 户居民，请你估计该社区居民每天要丢弃多少个废塑料袋？

　 　 ２． 数据的离散程度

问题? 　 两台机床都生产直径为（２０ ± ０． ２）ｍｍ 的零

件，为了检验产品质量，从产品中各抽出 １０ 个进行测量，结

果如下（单位：ｍｍ）：
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机床 Ａ ２０． ０ １９． ８ ２０． １ ２０． ２ １９． ９ ２０． ０ ２０． ２ １９． ８ ２０． ２ １９． ８

机床 Ｂ ２０． ０ ２０． ０ １９． ９ ２０． ０ １９． ９ ２０． ２ ２０． ０ ２０． １ ２０． １ １９． ８

　 　 根据以上结果评判哪台机床生产的零件的精度更

稳定．

　 　 要比较，首先想到比较两组数据的平均值：

ｘＡ ＝ ２０． ０ ＋
１
１０
（０ － ０． ２ ＋… － ０． ２）＝ ２０． ０，

ｘＢ ＝ ２０． ０ ＋
１
１０
（０ ＋ ０ ＋… － ０． ２）＝ ２０． ０．

ｘＡ ＝ ｘＢ ＝ ２０． ０ｍｍ，它们的中位数也都是２０． ０ ｍｍ，从

数据集中趋势这个角度很难区分两台机床生产的零件的精

度的稳定性．这时，就需考察数据的离散程度了．

把每组零件的直径分别用点来表示，如图 ２０ ６．

图　 ２０ ６

图中过 ２０． ０ 与横轴平行的直线上的点表示平均数．可

见机床 Ａ 生产出的零件的直径中偏离这个平均数 ０． ２ ｍｍ

的有 ６ 个、０． １ ｍｍ 的有 ２ 个；机床 Ｂ生产出的零件的直径中

偏离这个平均数 ０． ２ ｍｍ 的有 ２ 个、０． １ ｍｍ 的有 ４ 个，直观

上容易看出机床 Ｂ 比机床 Ａ 生产的零件的精度更稳定．但
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如何用数量来刻画一组数据的离散程度呢？

统计学中常用下面的方法：

设一组数据是 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，它们的平均数是ｘ，我们用

ｓ２ ＝ １
ｎ
［（ｘ１ － ｘ）２ ＋（ｘ２ － ｘ）２ ＋… ＋（ｘｎ － ｘ）２］

来衡量这组数据的离散程度，并把它叫做这组数据的方差

（ｖａｒｉａｎｃｅ）．

下面通过计算方差，来评判问题中机床 Ａ 和机床 Ｂ 哪
台生产的零件的精度更稳定．

前面已经算得 Ａ，Ｂ两组数的平均数，于是

ｓ２Ａ ＝
１
１０
［（２０ － ２０）２ ＋（１９． ８ － ２０）２ ＋… ＋（１９． ８ － ２０）２］

＝ １
１０
［０２ ＋（－ ０． ２）２ ＋… ＋（－ ０． ２）２］

＝ １
１０
× ０． ２６ ＝ ０． ０２６（ｍｍ２）；

ｓ２Ｂ ＝
１
１０
［（２０ － ２０）２ ＋（２０ － ２０）２ ＋…＋（１９． ８ － ２０）２］

＝ １
１０
［０２ ＋ ０２ ＋… ＋（－ ０． ２）２］

＝ １
１０
× ０． １２ ＝ ０． ０１２（ｍｍ２）．

由于 ０． ０２６ ＞ ０． ０１２，可知机床 Ａ生产的 １０ 个零件直径

比机床 Ｂ生产的 １０ 个零件直径波动要大．

一组数据方差越大，说明这组数据的离散程度越大．

１． 求下列每题中两组数据的方差，并说明哪组数据的离散程度较小．

（１）Ａ：１１，１２，１３，１４，１５；　 　 Ｂ：１１，１３，１３，１４；

（２）Ａ：３０，５０，５０，５０，６０；　 　 Ｂ：３０，４４，５０，５６，６０．
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２． 考察甲、乙两种小麦的长势，分别从中抽取 １０ 株苗，测得苗高如下（单位：ｃｍ）：

甲：１２，１３，１４，１５，１０，１６，１３，１１，１５，１１；

乙：１１，１６，１７，１４，１３，１９，６，８，１０，１６．

计算甲、乙两组数据的方差，说明哪种小麦长得较整齐．

　 　 求一组数据的方差，用计算器更为方便．

例 ５ 　 用计算器求下列数据的方差（结果保留 ２ 位

小数）：

１３８，１５６，１３１，１４１，１２８，１３９，１３５，１３０．

解　 按键方法：

（１）设定计算模式． 在打开计算器后，先按键 ２ｎｄｆ

ＭＯＤＥ １ 将其设定至“Ｓｔａｔ”状态；

（２）按键 ２ｎｄｆ ＤＥＬ 清除计算器原先在“Ｓｔａｔ”模式下

所储存的数据；

（３）输入数据，依次按以下各键：

１３８ ＤＡＴＡ １５６ ＤＡＴＡ １３１ ＤＡＴＡ １４１ ＤＡＴＡ １２８

ＤＡＴＡ １３９ ＤＡＴＡ １３５ ＤＡＴＡ １３０ ＤＡＴＡ ；

（４）求方差．在计算器的键盘上，用 σＸ 表示一组数据

的方差的算术平方根．

按键 ＲＣＬ σＸ 显示方差的算术平方根：

σＸ ＝ ８． ３０２８６０９５３

按键 Ｘ２ ＝ 显示方差：

ＡＮＳ２ ＝ ６８． ９３７５

由上可得

ｓ２ ≈ ６８． ９４
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１． 已知两组数据：

Ａ：２０，２１，２２，２３，２４，２５，２６；

Ｂ：２０，２０，２３，２３，２３，２６，２６．

用计算器分别求出它们的方差，并说明哪组数据的波动较大．

２． 两名跳远运动员在 １０ 次测验中的成绩如下（单位：ｍ）：

甲：５． ８５，５． ９３，６． ０７，５． ９１，５． ９９，６． １３，５． ８９，６． ０５，６． ００，６． １９；

乙：６． １１，６． ０８，５． ８３，５． ９２，５． ８４，６． １８，６． １７，５． ８１，５． ８５，６． ２１．

用计算器分别计算两组数据的方差，并根据计算估计哪名运动员的成绩较稳定．

用 Ｅｘｃｅｌ求方差
用 Ｅｘｃｅｌ 求一组数据的方差，非常方便．

（１）打开 Ｅｘｃｅｌ，将本章 ２０． ２ 节的问题 ６ 中机床 Ａ 生产的
１０ 个零件的直径数据：

２０． ０，１９． ８，２０． １，２０． ２，１９． ９，２０． ０，２０． ２，１９． ８，２０． ２，１９． ８

逐个输入到 Ｅｘｃｅｌ 表格的单元格 Ａ２ ～ Ａ１１ 中，再选中单元格
Ｂ１２，作为显示答案的位置（图 ２０ ７）．

图　 ２０ ７
　 　 　 　 　

图　 ２０ ８
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　 　 （２）选择“公式”菜单中的“插入函数”命令（图 ２０ ８），在

弹出的“插入函数”对话框中选择“统计”分类中的“ＶＡＲＰ”函

数（图 ２０ ９），点击“确定”按钮．

图　 ２０ ９

图　 ２０ １０

（３）弹出“ＶＡＲＰ”函数参数对话框后，将此对话框移

开，选中Ａ２ ～ Ａ１１（图 ２０ １０），再点击“确定”按钮，得到

方差为 ０ ． ０２６ ．

　 　 在实际问题中，与用样本平均数估计总体平均数一样，

我们也常用样本方差估计总体方差，如：
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例 ６　 为比较甲、乙两个新品种水稻的产品质量，收割

时各抽取了五块具有相同条件的试验田地，分别称得它们的

质量，得其每公顷产量如下表（单位：ｔ）：

田地编号

水稻品种
１ ２ ３ ４ ５

甲 １２． ６ １２ １２． ３ １１． ７ １２． ９

乙 １２． ３ １２． ３ １２． ３ １１． ４ １３． ２

　 　 （１）哪个品种平均每公顷的产量较高？
（２）哪个品种的产量较稳定？

分析：现在要通过比较甲、乙两个新品种在试验田中的

产量和产量的稳定性，来估计甲、乙两个新品种在这一地区

的产量和产量的稳定性，这实际上就是用样本的平均数和方

差来估计总体的平均数和方差．

解　 甲、乙两个新品种在试验田中的产量各组成一个

样本．

ｘ甲 ＝
１２． ６ ＋ １２ ＋ １２． ３ ＋ １１． ７ ＋ １２． ９

５
＝ １２． ３（ｔ），

ｘ乙 ＝
１２． ３ ＋ １２． ３ ＋ １２． ３ ＋ １１． ４ ＋ １３． ２

５
＝ １２． ３（ｔ）．

说明甲、乙两个新品种平均每公顷的产量一样高．

下面我们来考察甲、乙两个新品种的稳定性．

ｓ２甲 ＝
１
５
［（１２． ６ －１２． ３）２ ＋（１２ －１２． ３）２ ＋（１２． ３ －１２． ３）２

＋（１１． ７ － １２． ３）２ ＋（１２． ９ － １２． ３）２］
＝ ０． １８，

ｓ２乙 ＝
１
５
［（１２． ３ －１２． ３）２ ＋（１２． ３ －１２． ３）２ ＋（１２． ３ －１２． ３）２

＋（１１． ４ － １２． ３）２ ＋（１３． ２ － １２． ３）２］
＝ ０． ３２４．

得出　 ｓ２甲 ＜ ｓ
２
乙 ．
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可知，甲品种每公顷的产量波动比乙品种每公顷的产量

波动要小，由此估计甲品种的稳定性好．

一般地，在平均数相同的情况下，方差越大，则意味着这

组数据对平均数的离散程度也越大．

在两组数据的平均数相差较大时，以及在比较单位不

同的两组数据时，不能直接用方差来比较它们的离散

程度．

１． 在对某玉米品种进行考察时，农科所从一块试验田里随机抽取了 １５ 株玉米，称得各株

玉米的产量如下（单位：ｋｇ）：　 　 　

０． ２５，０． １６，０． １６，０． １５，０． ２０，０． １３，０． １０，０． １８，

０． １４，０． １２，０． １３，０． １３，０． １８，０． １５，０． １０．

由此估计这块试验田每株玉米产量的方差是多少？

２． 从甲、乙两名工人生产的同一种零件中，各随机抽出 ４ 个，量得它们的直径（单位：

ｍｍ）如下：

甲生产零件：９． ９８，１０． ００，１０． ０２，１０． ００；

乙生产零件：１０． ００，９． ９７，１０． ０３，１０． ００．

求它们的方差，并说明谁做的零件直径差异较小．

习题 ２０． ２　

１． 某次中学生田径运动会上参加男子跳高的 １０ 名运动员的成绩如下表：

成绩 ／ ｍ １． ５０ １． ６０ １． ６５ １． ７５ １． ８０

运动员人数 ２ ３ ２ ２ １

　 求这些运动员的平均成绩．
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２． 青年歌手大奖赛中，某民族唱法选手的歌唱得分如下：

８． １，８． ６，８． ６，８． ４，８． ８，８． ２，

９． ２，８． ７，８． ７，８． ８，８． ９，８． １．

去掉一个最高分和一个最低分，再计算平均分，则该选手的最后得分是多少？

３． 某单位男职工数与女职工数之比为 ５ ∶ ３，男、女职工的平均年龄分别为 ４０ 岁和 ３０

岁，求该单位职工的平均年龄．

４． 已知一组数据 ５，１５，７５，４５，２５，７５，４５，３５，４５，３５，那么 ４０ 是这组数据的

（　 　 ）．

（Ａ）平均数但不是中位数　 　 　 　 　 　 　 （Ｂ）平均数也是中位数

（Ｃ）众数　 （Ｄ）中位数但不是平均数

５． 在体育课上，老师对九年级 １００ 名男生引体向上这一项目进行了一次测试，成绩

如下表：

成绩 ／次 １０ ９ ８ ７ ６ ５ ４ ３

男生人数 ３０ ２０ １５ １５ １２ ５ ２ １

　 （１）求这些男生引体向上成绩的平均数、中位数和众数（精确到 ０． １）；

（２）若规定 ８ 次以上（含 ８ 次）为优秀，求这 １００ 名男生该项目成绩的优秀率．

６． 十一黄金周时期，某旅游区的游客量如下表：

人数 ／万人 ０． ６ １． ２ ２ ２． ５

天　 　 数 ２ １ ３ １

　 （１）求这 ７ 天假期中，游客量的平均数、中位数和众数；

（２）选用平均数、中位数和众数中的哪个数作代表，更能反映黄金周 ７ 天游客量

的一般情况？

７． 某商店销售 ５ 种领口大小分别为 ３８，３９，４０，４１，４２（单位：ｃｍ）的衬衫，一个月内

的销量如下表：

领口大小 ／ ｃｍ ３８ ３９ ４０ ４１ ４２

销量 ／件 ６５ １９５ １７０ １２５ ４５

　 你认为商店最感兴趣的是这组数据的平均数、中位数还是众数？为什么？
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８． 在人才市场上招聘 Ａ 种技工的单位有 ２５ 家，提供的月薪平均为 １ ２００ 元；招聘 Ｂ

种技工的单位有 ３０ 家，提供的月薪平均为 １ ５００ 元．能由此认为用人单位给 Ｂ 种

技工的月薪普遍高于 Ａ 种技工吗？

９． 已知两个样本数据如下：

甲：９． ８，９． ９，１０． ３，１０，１０． １，１０． ４，９． ７，９． ８；

乙：１０． ５，９． ６，１０． １，９． ８，９． ５，１０． ２，１０，１０． ３．

分别计算两个样本的方差，并比较哪一个样本数据较稳定．

１０． 某校从甲、乙两名优秀选手中选 １ 名选手参加全市中学生田径百米比赛．该校预

先对这两名选手测试了 ８ 次，测试成绩如下表：

次数
成绩 ／ ｓ

选手

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

甲 １２． １ １２． ２ １３ １２． ５ １３． １ １２． ５ １２． ４ １２． ２

乙 １２ １２． ４ １２． ８ １３ １２． ２ １２． ８ １２． ３ １２． ５

　 根据测试成绩，请你运用所学知识作出判断，派哪位选手参加比赛更好？为什么？
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２０．３ 综合与实践
体 重 指 数

　 　 据报载，截至 ２０１０ 年，全国 １８ 岁及以上居民超重率达到

３２． １％，肥胖率达 ９． ９％ ．肥胖已成为困扰当今医学界的四大医

学社会问题之一，如果不加以重视，对人的身体健康危害较大．

研究表明，体重在正常范围内者患各种疾病的危险性小

于消瘦、超重或肥胖者．你知道正常范围内的体重是多少吗？

目前国际上有多种标准来衡量体重是否在正常范围内，这里

只介绍其中比较常用的一种标准．

假设某人的体重为 ｍ ｋｇ，身高为 ｈ ｍ，我们把 ｍ
ｈ２
的值称

为体重指数（ＢＭＩ）．下表给出了体重状况对应的体重指数的

范围．

体重状况 体重指数（ＢＭＩ）的范围

消瘦
ｍ
ｈ２
＜１８． ５

正常 １８． ５≤
ｍ
ｈ２
≤２３． ９

超重 ２３． ９ ＜ ｍ
ｈ２
≤２６． ９

肥胖
ｍ
ｈ２
＞２６． ９

　 　 问题?　 为了解你们班学生的体重状况，统计消瘦、正

常、超重和肥胖的人数各为多少，应该怎么做呢？

（１）根据班级的人数制作统计表（如下表），收集班上

每位学生的体重和身高的数据；

　 　 　 　 　 　 　

　 　 在收集数据

的过程中，如果

数据较多或者收

集时面向的对象

较广，可借助调查

问卷进行收集．
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学号
体重

／ ｋｇ
身高

／ ｍ 学号
体重

／ ｋｇ
身高

／ ｍ 学号
体重

／ ｋｇ
身高

／ ｍ 学号
体重

／ ｋｇ
身高

／ ｍ 学号
体重

／ ｋｇ
身高

／ ｍ

１

２

３

４

５

６

７

８

９

１０

１１

１２

１３

１４

１５

１６

１７

１８

１９

２０

２１

２２

２３

２４

２５

２６

２７

２８

２９

３０

３１

３２

３３

３４

３５

３６

３７

３８

３９

４０

４１

４２

４３

４４

４５

４６

４７

４８

４９

５０

５１

５２

５３

５４

５５

５６

５７

５８

５９

６０

…

（２）根据上表中的数据，计算出每位学生的体重指数；

学号
体重

指数
学号

体重

指数
学号

体重

指数
学号

体重

指数
学号

体重

指数

１

２

３

４

５

６

７

８

９

１０

１１

１２

１３

１４

１５

１６

１７

１８

１９

２０

２１

２２

２３

２４

２５

２６

２７

２８

２９

３０

３１

３２

３３

３４

３５

３６

３７

３８

３９

４０

４１

４２

４３

４４

４５

４６

４７

４８

４９

５０

５１

５２

５３

５４

５５

５６

５７

５８

５９

６０

…
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　 　 （３）列出体重指数的频数分布表，统计体重指数落在不

同范围内的学生数；

体重状况 体重指数（ＢＭＩ）的范围 学生数

消瘦
ｍ
ｈ２
＜１８． ５

正常 １８． ５≤
ｍ
ｈ２
≤２３． ９

超重 ２３． ９ ＜ ｍ
ｈ２
≤２６． ９

肥胖
ｍ
ｈ２
＞２６． ９

　 　 （４）画出频数直方图，通过频数分布表和直方图，你得

到了哪些信息？说说你们班学生的体重状况怎么样；

（５）将你们班学生的体重状况与其他班级学生的体重

状况进行比较，简要说明你得到的主要结论．

问题?　 根据你们班学生的体重状况，估计全年级学生

的消瘦、正常、超重和肥胖的人数各为多少．
　 　 　 　 　 　 　

　 　 你估计的全

年级学生的体重

状况与其他班级

学生估计的全年

级学生的体重状

况相比较，是否有

差异？为什么？
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问题?　 （１）测量你的家人的身高和体重，计算出他们

的体重指数，并判断他们的体重状况；

（２）查找和搜集相关资料，了解引起消瘦、超重、肥胖的

相关因素，并就如何保持正常体重与健康身体提出你的

建议．

一、内容整理

二、主要知识回顾

１． 在 ｎ 个数据中，某类数据出现的次数 ｍ 称为该类数据出现的频数，
ｍ
ｎ

称为该类数据出现的频率．

２． 画频数直方图的步骤有：求最大数与最小数的差、决定组距与组数、决

定分点、列频数分布表、画频数直方图．

３． 反映一组数据集中趋势的统计量主要有　 　 　 　 　 　 　 　 ；

反映一组数据离散程度的统计量主要有　 　 　 　 　 　 　 　 ．

三、自评与互评

１． 你能举例说明频数和频率在日常生活中的应用吗？

２． 在制作频数分布表与频数直方图时，你认为关键在哪里？

３． 举例说明平均数、中位数、众数的意义．
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４． 平均数与加权平均数有什么联系和区别？举例说明加权平均数中权

的意义．

５． 你对统计的基本思想是否有了更进一步的了解，请与同伴交流一下．

１． 下列数据为某城市 ２０１２ 年 １１ 月份每天最高的气温（单位：℃）：

３０，２８，３２，２７，２５，２５，２６，２４，２４，２６，

２３，２３，２１，１７，１２，１６，１９，２１，２２，２３，

２２，２４，２３，２０，２１，２２，２０，１９，２０，２１．

先适当分组，列出频数分布表，再绘制频数直方图．

２． 如图是九年级 ２ 班学生的一次体检中每分钟心跳次数的频数直方图（次数均为整

数）．已知该班只有 ５ 位学生的心跳每分钟 ７５ 次，请观察图后，指出下列说法是否

正确？

（第 ２ 题）

　 （１）数据 ７５ 落在第 ２ 小组；

（２）第 ４ 小组的频率为 ０． １；
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　 （３）心跳为每分钟 ７５ 次的人数占该班体检人数的
１
１２
．

３． 为了了解学校开展“孝敬父母，从家务事做起”活动的实际情况，该校抽取八年级

５０ 名学生，调查他们一周（按 ７ 天计算）做家务所用时间（单位：ｈ），得到一组数

据，并绘制成下表，请根据该表完成下列各题：

（１）填写频数分布表中未完成的部分；

频 数 分 布 表

分　 　 组 频　 　 数 频　 　 率

０． ５５ ～ １． ０５ １４ ０． ２８

１． ０５ ～ １． ５５ １５ ０． ３０

１． ５５ ～ ２． ０５ ７

２． ０５ ～ ２． ５５ ４ ０． ０８

２． ５５ ～ ３． ０５ ５ ０． １０

３． ０５ ～ ３． ５５ ３

３． ５５ ～ ４． ０５ ２ ０． ０４

合　 　 计 ５０ １． ００

（２）由以上信息判断，每周做家务的时间不超过 １． ５ ｈ 的学生所占百分率是

　 　 　 　 ．

４． 希望中学为了解九年级男生的身高情况，抽测了 ５０ 名男生的身高（单位：ｍ），数

据如下：

身高 ／ ｍ １． ５７ １． ６０ １． ６２ １． ６４ １． ６５ １． ６６ １． ６７ １． ６８ １． ６９

人数 １ １ １ ３ ３ ３ ２ ４ ６

身高 ／ ｍ １． ７０ １． ７１ １． ７２ １． ７３ １． ７４ １． ７５ １． ７６ １． ７８ １． ８０

人数 ７ ７ ２ ３ ２ １ ２ １ １

　 （１）若将数据分成 ６ 组，取组距为 ０． ０４ ｍ，试完成相应的频数分布表：

分组
１． ５６５ ～
１． ６０５

１． ６０５ ～
１． ６４５

１． ６４５ ～
１． ６８５

１． ６８５ ～
１． ７２５

１． ７２５ ～
１． ７６５

１． ７６５ ～
１． ８０５ 合计

频数



１４４　　
第 ２０ 章 　 数据的初步分析 　

　 （２）画出频数直方图；

（３）根据样本数据，身高在 １． ６９５ ～１． ７５５ ｍ之间的男生所占的百分率为多少？如果

该校九年级共有 ４５０名男生，那么在 １． ６９５ ～１． ７５５ ｍ之间的人数约有多少人？

５． 某校为推动信息技术的发展，举行了电脑设计作品比赛，各个班派学生代表参加．

现将所有比赛成绩（得分取整数，满分为 １００ 分）进行整理后分成五组，并绘制成

如图所示的频数直方图，请根据统计图提供的信息，解答下列问题：

（１）参加比赛的学生代表共有多少人？

（２）８０． ５ ～ ９０． ５ 分这个分数段的频数、频率分别是多少？

（３）根据统计图，请你提出一个问题，并回答．

（第 ５ 题）

６． 某邮局有 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 四名投递员，年终时按职业道德、工作态度、工作能力及工

作实绩四个方面进行考核，每一项的满分均为 １００ 分，得分最高者为本年度先进

工作者．如果各方面的权数及四名投递员的得分如下：　 　 　

考核项目 权　 　 数
投递员及得分

Ａ Ｂ Ｃ Ｄ

职业道德 ２ ８０ ８１ ８０ ８１

工作态度 ２ ８５ ８２ ７８ ８０

工作能力 ３ ７０ ７８ ８５ ８３

工作实绩 ３ ７５ ８０ ７０ ８５

　 问谁是本年度的先进工作者？
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７． 华东地区主要城市某天的最低气温情况如图所示．

（第 ７ 题）

求这些城市该天最低气温的平均数、中位数和众数．

８． 某班学生百米跑测试成绩如下表所示：

成绩 ／ ｓ １５ １５． ５ １６ １６． ５ １７ １７． ５ １８

学生人数 ２ ３ ６ ２１ １１ ４ ３

　 求测试成绩的中位数、众数和平均数（精确到 ０． １ ｓ）．

９． 甲、乙两台机床同时生产一种零件，在 １０ 天中，两台机床每天出的次品数分

别是：

甲：０，１，０，２，２，０，３，１，２，４；

乙：２，３，１，１，０，２，１，１，０，１．

分别计算两组数据的平均数和方差，并说明哪台机床在 １０ 天中出的次品数波动

较大．

１０． 甲、乙两台包装机同时包装质量为 ２００ ｇ 的糖果，从中分别抽出若干袋，测得其质

量（单位：ｇ）如下：

甲：２０３，２０４，２０２，１９６，１９９，２０１，２０５，１９７，２０２，１９９；

乙：２０１，２００，２０８，２１０，２０９，２００，１９３，１９４．

（１）分别计算两组数据的平均数和方差；

（２）从计算结果看，哪台包装机包装的糖果的质量比较稳定？

１１． 要从甲、乙两位车工中选拔一名参加技术比赛．现从他们加工的零件中各抽取 ５

个零件进行检验，测得它们的直径（单位：ｍｍ）分别为：

甲：１５． ０５，１５． ０２，１４． ９７，１４． ９６，１５． ００；

乙：１５． ００，１５． ０１，１５． ０２，１４． ９７，１５． ００．

问哪位车工的技术发挥较稳定？
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１２． 某粮店购进东北大米 １ ０００ 袋，为了检验每袋大米的质量，从中任意抽取 １０ 袋大

米，称得质量（单位：ｋｇ）如下：

１０，１０． ２，９． ９，１０，９． ９，９． ９，１０． １，１０，１０． １，１０．

请你估计这批大米的质量．

１３． 某鱼塘放养鱼苗 １０ 万条，根据这几年经验知道，鱼苗成活率为 ９５％ ． 一段时间

后，准备将鱼打捞出售．第一次网出 ４０ 条，称得平均鱼重 ２． ５ ｋｇ；第二次网出 ２５

条，称得平均鱼重 ２． ２ ｋｇ；第三次网出 ３５ 条，称得平均鱼重 ２． ８ ｋｇ，请你估计鱼

塘中鱼的总质量为多少千克？　 　 　

１４． 从某灯泡厂生产的一批灯泡中随机地抽取 １０ 只进行寿命测试，得到数据（单位：

ｈ）如下：

１ ４５８，１ ３９５，１ ５６２，１ ６１４，１ ３５１，

１ ４９０，１ ４７８，１ ３８２，１ ５３６，１ ４９６．

试估计这批灯泡的平均寿命及寿命的方差．

１． 无核柑橘是皖西南山区特产．小明家有一块成龄无核柑橘园，去年采摘时，小明利

用统计知识，对柑橘的等级和产量进行了测算：他随机选择了若干棵柑橘树，从中

共摘得 ２４０ 个柑橘，并对这些柑橘的直径进行了测量和统计，绘制出如图（１）所示

的频数直方图．已知一级鲜柑橘的直径在 ５． ５ ～ ７． ５ ｃｍ 之间．

（第 １ 题）
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　 （１）估计柑橘园中一级柑橘所占的比例是多少；

（２）由于受储存季节的变化等影响，柑橘的售价会随时间的变化而变化，每千克

一级柑橘的月平均售价变化情况如图（２）． 若小明家去年共摘得一级柑橘

４ ０００ ｋｇ．现请你利用图象提供的信息，计算出小明家的一级柑橘在 ４ 月份出

售时，一共能卖多少钱？（不考虑其他因素对柑橘质量的影响）

２． 某风景区对 ５ 个旅游景点的门票价格进行了调整．据统计，调价前后各景点的游

客人数基本不变．有关数据如下表：

景　 　 点 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ

原价 ／元 １０ １０ １５ ２０ ２５

现价 ／元 ５ ５ １５ ２５ ３０

日平均游客人数 １ ０００ １ ０００ ２ ０００ ３ ０００ ２ ０００

　 风景区管理部门：调价前后这 ５ 个景点门票的平均价格不变．因而，就总体而言，

风景区在门票价格调整中没有获益．

游客：调整门票价格后风景区的平均日收入相对于调价前实际增加了 ９． ４％ ．因此，

调价对风景区有利．

请你分析他们的说法谁符合实际．

３． 公交 ６ 路汽车总站设在一个新开发的居民小区附近，这个小区居民出行主要选乘

６ 路车．为了了解在 ７牶 ００ 至 ８牶 ００ 这个高峰时段内乘该路车的人数，公交公司抽查

了 １０ 个班次的乘车人数，结果如下：

２５，２８，３４，３６，３５，３６，３２，３０，２８，２６．

（１）计算这 １０ 个班次乘该路车人数的平均数；

（２）如果在高峰时段从总站发车 ２０ 个班次，估计在高峰时段乘该路车的人数．

４． 甲、乙两人在相同的条件下各射靶 １０ 次，每次射靶的成绩如下：

甲：９，５，７，８，７，６，８，６，７，７；

乙：２，４，６，８，７，７，８，９，９，１０．

（１）填写下表：

平均数 中位数 方 差 命中 ９ 环以上的次数

甲

乙
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　 （２）请从下面 ４ 个不同的角度对这次测试结果进行分析：　 　 　

① 平均数和方差相结合，分析谁的成绩稳定；

② 平均数和中位数相结合，分析谁的成绩好些；

③ 平均数和命中 ９ 环以上的次数相结合，分析谁的成绩好些；

④ 作折线统计图，从折线统计图上两人射击命中环数的走势分析，谁更有潜力．

（第 ４ 题）

５． 某市林业局于 ２００５ 年对直接从原产地引进的绒毛白蜡树种进行育苗造林，经过 ３

年育苗试验、６ 年造林试验获得成功．

下表是对该苗木生长情况的统计表：

苗木高、径生长量表

高 ／ ｍ 径 ／ ｃｍ

地

点

苗

龄

平

均

值

年平

均生

长值

最

大

值

方

差

平

均

值

年平

均生

长值

最

大

值

方

差

测定

年月

甲

苗圃

１ ０． ６２ １． ０２ ０． ０１２ ０． ５８ ０． ８４ ０． ０５３ ２００５． １２

２ ０． ７８ ０． １６ １． ２２ ０． ０４０ ０． ８７ ０． ２９ １． ２６ ０． １６０ ２００６． １２

３ １． １０ ０． ３２ １． ５０ ０． ０９０ １． ３０ ０． ４３ １． ６０ ０． ３６０ ２００７． １２

乙

苗圃

１ ０． ７８ １． ２５ ０． ０１７ ０． ８０ １． １０ ０． ０５８ ２００５． １２

２ １． １８ ０． ４０ １． ６０ ０． ０４４ １． ３０ ０． ５０ １． ５０ ０． １４４ ２００６． １２

３ １． ６０ ０． ４２ ２． ００ ０． １３０ １． ９０ ０． ６０ ２． ２０ ０． ２５０ ２００７． １２

　 该林业局农艺师根据此表作出分析：“从苗木高、径生长情况看苗木逐年出现分

化，且分化程度不断增加，说明播种苗有再选优的必要性和可能性．”

（１）比较同一苗龄两个苗圃苗木高、径的平均数；
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　 （２）比较同一苗龄两个苗圃苗木高、径的年平均生长值；

（３）同一苗龄两个苗圃苗木高、径的平均数、方差所反映苗木的差异；

（４）决定优选哪个苗圃的树苗．

　 　 某村为了对甲、乙两名村干部进行年度考核，召开了一次述职答辩及民主测评

会．乡政府派出 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅ 五位评委对“述职答辩”进行评价；并从村里选出 ２０

名村民代表参加民主测评．结果如表所示：

表 １　 述职答辩得分表（单位：分）

评委得分

村干部

Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅ

甲 ９２ ８８ ９０ ９４ ９６

乙 ８４ ８６ ９０ ９３ ９１

表 ２　 民主测评票数统计表（单位：张）

测评票数

村干部

优　 秀 良　 好 一　 般

甲 １２ ６ ２

乙 １３ ５ ２

　 　 规定：

述职答辩得分“按去掉一个最高分和一个最低分再算平均分”的方法确定；

民主测评得分 ＝ “优秀”票数 × ５ ＋“良好”票数 × ３ ＋“一般”票数 × １；

综合得分 ＝ 述职答辩得分 ×（１ － ａ）＋民主测评得分 × ａ （０． ５ ≤ ａ ≤ ０． ８）．

（１）当 ａ ＝ ０． ６ 时，甲和乙的综合得分分别是多少？

（２）甲的综合得分高时，ａ 在什么范围？乙的综合得分高时，ａ 又在什么范围？
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附录　 部分中英文词汇索引

中　 　 文 英　 　 文 页　 码

二次根式 ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｒａｄｉｃａｌ ２

最简二次根式 ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｒａｄｉｃａｌ ｉｎ ｌｏｗｅｓｔ ｔｅｒｍｓ ８

一元二次方程 ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｏｎｅ ｕｎｋｎｏｗｎ ２０

配方法 ｓｏｌｖｉｎｇ ｂｙ ｃｏｍｐｌｅｔｉｎｇ ｓｑｕａｒｅ ２４

公式法 ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｆｏｒｍｕｌａ ２７

因式分解法 ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ ２９

韦达定理 Ｖｉｅｔａｓ ｔｈｅｏｒｅｍ ３８

毕达哥拉斯定理 Ｐｙｔｈａｇｏｒａｓ ｔｈｅｏｒｅｍ ５３

多边形 ｐｏｌｙｇｏｎ ７０

多边形的对角线 ｄｉａｇｏｎａｌ ｏｆ ｐｏｌｙｇｏｎ ７１

平行四边形 ｐａｒａｌｌｅｌｏｇｒａｍ ７５

矩形 ｒｅｃｔａｎｇｌｅ ８６

菱形 ｒｈｏｍｂｕｓ ９０

正方形 ｓｑｕａｒｅ ９３

完美矩形 ｐｅｒｆｅｃｔ ｒｅｃｔａｎｇｌｅ ９５

完美正方形 ｐｅｒｆｅｃｔ ｓｑｕａｒｅ ９６

频数 ａｂｓｏｌｕｔｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ １０９

频数分布表 ｔａｂｌｅ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ １０９

频率 ｒｅｌａｔｉｖｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ １０９

频数直方图 ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｈｉｓｔｏｇｒａｍ １１０

平均数 ｍｅａｎ １１８

权 ｗｅｉｇｈｔ １２０
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（续表）

中　 　 文 英　 　 文 页　 码

加权平均数 ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｍｅａｎ １２０

中位数 ｍｅｄｉａｎ １２３

众数 ｍｏｄｅ １２３

方差 ｖａｒｉａｎｃｅ １３０
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　 　 １９９９年，我们根据《九年义务教育全日制初级中学数学教学大纲（试用修
订版）》，编写了一套华东版初中数学教材，经三年实验后，于 ２００２年报教育部
经全国中小学教材审定委员会审查通过．
２００１年，国家颁布了《基础教育课程改革纲要（试行）》及《全日制义务教

育数学课程标准（实验稿）》，正式启动了新一轮中小学课程、教材改革． 本套
教科书就是根据课程标准，在吸取了华东版教材实验过程中的经验后重新编

写的，并于 ２００４年经全国中小学教材审定委员会初审通过． 现教育部决定全
面启动义务教育课程标准实验教材的修订工作，我们将切实把《义务教育数学

课程标准（２０１１年版）》的要求落实到新修订的教材中，使教材的质量进一步
得到提升，特色更加鲜明．

本套教材在送审和实验过程中，得到了许多专家、学者、教研人员与广大

师生的关爱，特别是人民教育出版社张孝达先生与陈宏伯先生直接参与教材

的整体设计和章节审稿，他们以实际行动给予我们很大的支持与鼓舞，我们衷

心地感谢他们．

为了做好这次的修订工作，我们调整并充实了编写队伍，本套教科书编写

组主要人员有：

吴之季　 苏　 淳　 杜先能　 徐子华　 郭要红　 胡　 涛　 陈先荣　 王南林
胡茂侠　 邱广东
本册主要编写人员有：

蒋曙光　 杨晓飞　 何承全　 苏里洋　 王应群　 项庆寿　 王　 红　 李德福
葛美安　 曹秋敏　 王占权　 秦家林　 司擎天
此外，参与本册修改工作的还有：

田　 珏　 周学玲　 孔　 琳　 张克玉　 叶辉平　 王爱存　 王世祥　 柳丽芳
金效奇　 刘　 发　 琚泽毅
教材建设是一项长期任务，需要通过实验、修改，反复锤炼． 这不仅需要

全体编写人员的努力，还要有广大师生的积极支持与参与，恳请使用本套教材

的师生批评指正．

新时代数学编写组

２０１３年 ４月



说　 明
本书下列图片由东方 ＩＣ 提供：图 １７ １（１）ａｍａｎａ、

Ｐ５０ 第 ７ 题图伏志勇、图 １９ ３２ ｃｏｒｂｉｓ．




