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编者的话

同学们，欢迎大家使用这套数学教科书，它是我们根据

《盲校义务教育数学课程标准 （２０１６年版）》编写的，希望

它能成为你们学习数学的好帮手．

为什么要学习数学呢？主要的理由有两个方面：

数学应用很广泛．数学是重要的基础科学．华罗庚说：

“宇宙之大，粒子之微，火箭之速，化工之巧，地球之变，

生物之谜，日用之繁，数学无处不在．”随着与计算机技术

的结合，数学在我们的生活、学习、工作乃至娱乐中的作用

与日俱增．

数学使人更聪明．数学是锻炼思维的体操．学习数学能使

我们更合乎逻辑、更有条理、更精确、更深入地思考和解决问

题，增强我们的想象力和创造性，有助于提高我们的学习能力．

懂得并能运用数学，就意味着你有更多的机会和选择．

这套教科书有什么特点呢？主要有以下三个方面：

整体设计，加强联系，突出数学核心内容．教科书围绕

课程标准的核心内容整体设计，构建符合数学逻辑和学习心

理的教科书体系．循序渐进地安排核心的数学概念和重要的

数学思想方法，以便同学们更好地掌握它们．

反映背景，加强应用，体现数学基本思想．教科书精选

现实生活和数学发展的典型问题为背景，让同学们感受知识

的自然发展过程，感受数学的抽象思想．通过解决具有真实

背景的问题，让同学们感受数学与生活的联系，体现数学的



模型思想．

体现过程，加强探究，积累数学活动经验．教科书在内

容的呈现上努力体现数学思维规律，以问题引导学习，给同

学们自主探索的机会，经历数学概念的概括过程、数学结论的

形成过程，从中体会数学的研究方法，积累数学活动经验．

如何使用这套教科书学好数学呢？下面提出一些想法：

勤于思考，勇于探究，善于归纳．我们所学的数学基础

知识，大多是从丰富的实际背景中抽象概括而成的，这是一

个由表及里、逐步深入的过程．教科书安排了 “思考” “探

究”“归纳”等栏目，引导同学们经历上述过程，通过观察、

实验、猜想、推理、反思、交流等活动积累学习经验，逐步

学会发现、提出、分析和解决问题．

巩固基础，注重运用，提高能力．学数学首先要充分重

视概念、公式和定理等，并且要通过解题等实践活动，深化

认识和提高能力．同学们在学习教科书 “巩固运用” “复习

题”“数学活动”等内容时，应加强独立思考，认真地分析

问题、探寻解题思路、落实解题步骤，并要反思解题过程，

使自己学数学、用数学的能力不断提高．

开阔视野，自主学习，立足发展．数学源远流长、博大

精深，奥妙无穷．教科书提供了 “阅读与思考”等选学内

容，还提供了标有 “”的内容供学生选学．希望同学们通

过生动活泼、积极主动的学习，在更广阔的数学天地中提升

学习能力和增强探究能力．

让我们开始八年级下册的学习吧！

面积为２ｄｍ２的正方形的边长是多少？体积为３ｄｍ３的



正方体的棱长是多少？为解决这些问题，需要引入无理数，

这也使我们认识的数的范围扩大到了 “实数”．

整式与分式可以用来表示实际问题中的数量关系，接下

来我们学习 “二次根式”．掌握二次根式的内容，我们就能

够解决更多的数量关系问题．

你知道直角三角形的三条边有什么关系吗？请你到 “勾

股定理”中去探索．在探索的过程中，你会由衷地感叹数学

的美妙与和谐．

平行四边形在我们的生活中随处可见．它有什么特殊的

性质？一般的平行四边形与特殊的平行四边形之间有什么联

系与区别？通过 “平行四边形”一章的学习，你会对这些问

题有更深刻的认识．

我们生活在变化的世界中，变化的例子举不胜举，函数

将给你提供描述变化的一种数学工具．学习了 “一次函数”，

你将可以通过分析实际问题中的变量关系，得到相应的函

数，进而解决非常广泛的问题．

“数据的分析”将引导你进一步学习数据处理的方法，

比如如何分析数据的集中趋势、如何刻画数据的离散程度

等．通过一些统计问题的解决，你会对数据的作用有更深刻

的认识．

数学伴着我们成长、数学伴着我们进步、数学伴着我们

成功，让我们一起随着这本书，畅游神奇、美妙的数学世

界吧！

编者

２０１８年１月
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第十九章　实数

我们知道，边长为犪的正方形面积是犪２．已

知正方形的边长就能求它的面积，例如，当正方

形的边长犪＝２时，它的面积犪２＝４．同学们有没

有想过，把问题反过来，即已知正方形的面积，

能求出它的边长吗？如果正方形的面积犪２＝４，

我们能求出它的边长犪＝２．如果正方形的面积

犪２＝２，那么它的边长犪是多少呢？事实上，就

像把数的范围局限在正有理数将无法表示相反意

义的量一样，如果把数的范围局限在有理数，我

们将无法表示这个犪．为此，我们需要引入一种

新的数———无理数．
本章我们先学习平方根与立方根，再引入无

理数，把数的范围扩充到实数，并在数轴上表示

实数．在此基础上介绍实数的运算，并用实数的

有关知识解决一些实际问题．



!"#$%&'

１９．１ 平方根

我们知道，通过平方运算可以计算出一个数的平方．反

过来，如果知道一个数的平方，如何求这个数呢？

	�

如果一个数的平方等于９，那么这个数是多少？

由于３２＝９，因而这个数可以是３；由于 （－３）２＝９，

因而这个数也可以是－３．

因此，如果一个数的平方等于９，那么这个数是３或

－３．

填表：

狓２ １ １６ ３６ ４９
４

２５

狓

　 　 几 千 年 前，

古埃及人就已经

知道了平方根．

一般地，如果一个数的平方等

于犪，那么这个数叫做犪 的平方根

（ｓｑｕａｒｅｒｏｏｔ）或二次方根．这就是

说，如果狓２＝犪，那么狓 叫做犪 的

平方根或二次方根．例如，３和－３

是９的平方根，简记为±３是９的平

２
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方根．

求一个数的平方根的运算，叫做开平方 （ｅｘｔｒａｃｔｉｏｎｏｆ

ｓｑｕａｒｅｒｏｏｔ）．

我们看到，±３的平方等于９，９的平方根是±３，所以

平方与开平方互为逆运算 （图１９．１１）．根据这种互逆关系，

可以求一个数的平方根．

1 +1
-1
+2
-2
+3
-3

4

9

		�

1+1
-1
+2
-2
+3
-3

4

9

	�

图１９．１１

例１　求下列各数的平方根：

（１）２５；　　　 （２）
９

１６
；　　　 （３）０．０１．

解：（１）因为 （±５）２＝２５，所以２５的平方根是±５；

（２）因为（±３
４
）２＝９
１６
，所以

９

１６
的平方根是±

３

４
；

（３）因为 （±０．１）２＝０．０１，所以０．０１的平方根是±０．１．

	�

正数的平方根有什么特点？０的平方根是多少？负

数有平方根吗？

３
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我们发现，正数的平方根有两个，它们互为相反数．

因为０２＝０，并且任何一个不为０的数的平方都不等于

０，所以０的平方根是０．

正数的平方是正数，０的平方是０，负数的平方也是正

数，即在我们所认识的数中，任何一个数的平方都不会是负

数，所以负数没有平方根．

	�

正数有两个平方根，它们互为相反数；

０的平方根是０；

负数没有平方根．

　　符号槡犪只有

当犪≥０ 时有意

义，犪＜０时无意

义．你知道为 什

么吗？

一个正数犪 的正的平方根，用

符号 “槡犪”表示，读作 “根号犪”，

犪叫做被开方数 （ｒａｄｉｃａｎｄ）；正数犪

的负的平方根，用符号 “－槡犪”表

示，故正数犪 的平方根可以用符号

“±槡犪”表示．例如，±槡９表示９的

平方根，±槡９＝±３．

例２　下列各数有平方根吗？如果有，求它的平方根；

如果没有，说明理由．

（１）８１；　 （２）－６４；　 （３）０；　 （４）（－４）２．

解： （１）因为８１是正数，所以８１有两个平方根，

４
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槡±８１＝±９；

（２）因为－６４是负数，所以－６４没有平方根；

（３）０只有一个平方根，它是０；

（４）因为（－４）２＝１６＞０，所以（－４）２有两个平方根，

± （－４）槡 ２
槡＝±１６＝±４．

��������

１．求下列各数的平方根：

（１）６４；　 （２）
４

８１
；　 （３）７２；　 （４）０．１６．

２．判断下列说法是否正确：

（１）０的平方根是０；

（２）１的平方根是１；

（３）－１的平方根是－１；

（４）０．０１是０．１的一个平方根．

３．下列各式是否有意义？为什么？

（１） 槡－ ３；　　　　　（２）槡－３；

（３） －３（ ）槡 ２；　 （４）
１

１０２槡
．

４．求下列各式中狓的值：

（１）狓２＝２５；　　 （２）９狓２＝４．

我们知道，正数犪有两个平方根±槡犪，其中正的平方

５
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根槡犪也叫做犪的算术平方根 （ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃｓｑｕａｒｅｒｏｏｔ）．

０的平方根也叫做０的算术平方根．由此可知，０的算

术平方根是０，这就是说槡０＝０．

例３　求下列各数的算术平方根：

（１）８１；　 （２）
４９

６４
；　 （３）０．０００１．

解：（１）因为９２＝８１，所以８１的算术平方根是９，即

槡８１＝９；

（２）因为（７
８
）
２

＝
４９

６４
，所以

４９

６４
的算术平方根是

７

８
，即

４９

６４槡
＝
７

８
；

（３）因为０．０１２＝０．０００１，所以０．０００１的算术平方根

是０．０１，即槡０．０００１＝０．０１．

从例３可以看出：被开方数越大，对应的算术平方根也

越大．这个结论对所有正数都成立．

��

如图１９．１２，能否用两个面积为１ｄｍ２的小正方形

拼成一个面积为２ｄｍ２的大正方形？

图１９．１２

６
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把两个小正方形分别沿对角线剪开，将所得的４个直角

三角形拼在一起，就得到一个面积为２ｄｍ２的大正方形 （图

１９．１３）．你知道这个大正方形的边长是多少吗？

图１９．１３

　　小正方形的

对角线的长是多

少呢？

设大正方形的边长为狓ｄｍ，则

狓２＝２．

由算术平方根的意义可知

狓 槡＝ ２，

所以大正方形的边长是槡２ｄｍ．

��

槡２有多大呢？

因为１２＝１，２２＝４，

所以１＜槡２＜２；

因为１．４２＝１．９６，１．５２＝２．２５，

所以１．４＜槡２＜１．５；

因为１．４１２＝１．９８８１，１．４２２＝２．０１６４，

所以１．４１＜槡２＜１．４２；

７
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因为１．４１４２＝１．９９９３９６，１．４１５２＝２．００２２２５，

所以１．４１４＜槡２＜１．４１５；

……

　　无限不循环

小数是指小数位

数无限，且小数

部分不循环的小

数．你以前见过这

种数吗？

如此进行下去，可以得到槡２的

更精确的近似值．事实上，槡２＝

１．４１４２１３５６２３７３…，它是一个无限

不循环小数．

实际上，许多正有理数的算术

平方根 （例如槡３，槡５，槡７等）都是

无限不循环小数．

��������

１．求下列各数的算术平方根：

（１）３６；　 （２）０．０４；　 （３）
２５

６４
；　 （４）３２．

２．判断下列说法是否正确：

（１）５是２５的算术平方根；

（２）
１

７
是
１

４９
的一个平方根；

（３）（－３）２的平方根是－３；

（４）０的平方根与算术平方根都是０．

３．求下列各式的值：

（１）槡１；　　（２） 槡－１００；　　（３）
９

２５槡
；

８
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　（４） 槡－０．４９；　　　（５）±
６４

８１槡
；　　（６）±

４９

９槡
．

４．平方根概念的起源与几何中的正方形有关．如果一个

正方形的面积为犃，那么这个正方形的边长是多少？

在生活中，我们经常遇到估计一个数的大小的问题．请

看下面的例子．

例４　小丽想用一块面积为４００ｃｍ２的正方形纸片，沿

着边的方向裁出一块面积为３００ｃｍ２的长方形纸片，使它的

长宽之比为３∶２．她不知道能否裁得出来，正在发愁．小明

见了说：“别发愁，一定能用一块面积大的纸片裁出一块面

积小的纸片．”你同意小明的说法吗？小丽能用这块纸片裁

出符合要求的纸片吗？

������������
�����������

!!

解：设长方形纸片的长为３狓ｃｍ，宽为２狓ｃｍ．

根据边长与面积的关系，得

９
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３狓·２狓＝３００，

６狓２＝３００，

狓２＝５０，

狓 槡＝５０．

　

　 槡３５０就是 槡３×５０．

因 此 长 方 形 纸 片 的 长 为

槡３５０ｃｍ．

因为５０＞４９，所以槡５０＞７．

由上可知 槡３ ５０＞２１，即长方形纸片的长应该大于

２１ｃｍ．

因为槡４００＝２０，所以正方形纸片的边长只有２０ｃｍ．这

样，长方形纸片的长将大于正方形纸片的边长．

答：不能同意小明的说法．小丽不能用这块正方形纸片

裁出符合要求的长方形纸片．

大多数计算器都有 槡　键，用它可以求出一个正有理数

的算术平方根 （或其近似值）．

　　不同品牌的

计算器，按键顺

序有所不同．

例５　用计算器求下列各式

的值：

（１）槡３１３６；

（２）槡２ （精确到０．００１）．

解：（１）依次按键 槡　３１３６ ＝ ，

显示：５６．

０１



!"#$%&'

　　计算器上显示

的１．４１４２１３５６２是

槡２的近似值．

∴　槡３１３６＝５６．

（２）依次按键 槡　２ ＝ ，

显示：１．４１４２１３５６２．

∴　槡２≈１．４１４．

例６　宇宙飞船离开地球进入地面附近轨道运行的速度

要大于第一宇宙速度狏１ （单位：ｍ／ｓ），而小于第二宇宙速

度狏２ （单位：ｍ／ｓ）．狏１，狏２的大小满足狏２１＝犵犚，狏２２＝２犵犚，其

中犵 （重力加速度）是物理中的一个常数，犵≈９．８ｍ／ｓ２，犚是

地球半径，犚≈６．４×１０６ｍ．请你求出狏１，狏２的值 （用科学

记数法把结果写成犪×１０狀的形式，其中犪保留小数点后一

位）．

解：由狏２１＝犵犚，狏２２＝２犵犚，得狏１＝ 犵槡犚，狏２＝ ２犵槡 犚．

将犵≈９．８，犚≈６．４×１０６分别代入，利用计算器求得

狏１≈ ９．８×６．４×１０槡 ６≈７．９×１０３，

狏２≈ ２×９．８×６．４×１０槡 ６≈１．１×１０４．

因此，第一宇宙速度狏１大约是７．９×１０３ｍ／ｓ，第二宇

宙速度狏２大约是１．１×１０
４ｍ／ｓ．

��������

１．用计算器求下列各式的值：

（１）槡１３６９；　　　（２）槡１０１．２０３６．

１１
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12
0

m

（第５题）

２．用计算器求下列各式的值 （精确到０．０１）：

（１） 槡－ ５；　　　　（２） 槡±２４０２．

３．比较下列各组数的大小：

（１）槡８与槡１０； （２）槡６５与８；

（３）
槡５－１

２
与０．５； （４）

槡５－１

２
与１．

４．估计与槡４０最接近的两个整数是多少．

５．物体自由下落的高度犺（单位：ｍ）

与下落时间狋（单位：ｓ）的关系是

犺＝４．９狋２．如 图，有 一 个 物 体 从

１２０ｍ高的建筑物上自由落下，到达

地面需要多长时间 （结果取整数）？

２１
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１９．２ 立方根

问题 　 要 制 作 一 种 容 积 为

２７ｍ３的正方体形状的包装箱，这

种包装箱的棱长应该是多少？

设这种包装箱的棱长为狓ｍ，则

狓３＝２７．

这就是要求一个数，使它的立方等于２７．

因为３３＝２７，所以狓＝３．

因此这种包装箱的棱长应为３ｍ．

一般地，如果一个数的立方等于犪，那么这个数叫做犪

的立方根 （ｃｕｂｅｒｏｏｔ）或三次方根．这就是说，如果狓３＝

犪，那么狓 叫做犪的立方根或三次方根．在上面的问题中，

由于３３＝２７，因而３是２７的立方根．

求一个数的立方根的运算，叫做开立方 （ｅｘｔｒａｃｔｉｏｎｏｆ

ｃｕｂｅｒｏｏｔ）．

正如开平方与平方互为逆运算一样，开立方与立方也互

为逆运算．我们可以根据这种关系求一个数的立方根．

��

根据立方根的意义填空．你能发现正数、０和负数

的立方根各有什么特点吗？

３１
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因为２３＝８，所以８的立方根是 （　）；

因为 （　）３＝０．０６４，所以０．０６４的立方根是 （　）；

因为 （　）３＝０，所以０的立方根是 （　）；

因为 （　）３＝－８，所以－８的立方根是 （　）；

因为 （　）３＝－
８

２７
，所以－

８

２７
的立方根是 （　）．

	�

　　你能说说数的

平方根与数的立方

根有什么不同吗？

正数的立方根是正数，

负数的立方根是负数，

０的立方根是０．

　　算术平方根

的符号槡犪，实际

上省略了
２

槡犪中的

根指数２． 因此，

槡犪也可读作 “二

次根号犪”．

类似于平方根，一个数犪 的立

方根，用符号 “
３

槡犪”表示，读作

“三次根号犪”，其中犪是被开方数，

３是根指数 （ｒａｄｉｃａｌｅｘｐｏｎｅｎｔ）．例

如，
３

槡８表示８的立方根，
３

槡８＝２；

３

槡－８表示－８的立方根，
３

槡－８＝－２．

３

槡犪中的根指数３不能省略．

例１　求下列各式的值：

（１）
３

槡６４；　 （２）
３

１

２７槡
；　 （３）

３

－
１

８槡
．

４１
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解：（１）因为４３＝６４，所以
３

槡６４＝４；

（２）因为（１
３
）
３

＝
１

２７
，所以

３

１

２７槡
＝
１

３
；

（３）因为（－１
２
）
３

＝－
１

８
，所以

３

－
１

８槡
＝－
１

２
．

��������

１．求下列各式的值：

（１）
３

槡１；　　　　　　　（２）
３

槡－１；

（３）
３

槡０．００８；　 （４）－

３

６４

２７槡
．

２．判断下列说法是否正确：

（１）２是８的立方根；

（２）±４是６４的立方根；

（３）－
１

３
是－

１

２７
的立方根；

（４）（－４）３的立方根是－４．

３．下列各式是否有意义？为什么？

（１）－
３

槡３；　 （２）
３

槡－３；

（３）
３

－３（ ）槡 ３；　 （４）
３

１

１０３槡
．

４．立方根概念的起源与几何中的正方体有关．如果一个

正方体的体积为犞，这个正方体的棱长为多少？

５１
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��

因为
３

槡－８＝　　，－
３

槡８＝　　，所以
３

槡－８　　－
３

槡８；

因为
３

槡－２７＝　　，－
３

槡２７＝　　，所以
３

槡－２７　　

－
３

槡２７．

一般地，

３

－槡 犪＝－
３

槡犪．

　　例２也可以

用立方根的定义

直接求解．

例２　求下列各式的值：

（１）
３

－
１

２７槡
；　　 （２）

３

槡－０．００８．

解：（１）
３

－
１

２７槡
＝－

３

１

２７槡
＝－
１

３
；

（２）
３

槡－０．００８＝－
３

槡０．００８＝－０．２．

实际上，很多有理数的立方根是无限不循环小数．例如

３

槡２，
３

槡３等都是无限不循环小数．我们可以用有理数近似地

表示它们．

一些计算器设有 ３

槡　键，用它可以求出一个数的立方根

（或其近似值）．

例如，用计算器求
３

槡１８４５，可以按照下面的步骤进行：

依次按键 ３

槡　１８４５ ＝ ，显示：１２．２６４９４０８１．

这样就得到
３

槡１８４５的近似值１２．２６４９４０８１．

６１
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有些计算器需要用第二功能键求一个数的立方根．用这

种计算器求
３

槡１８４５，可以依次按键 ２ｎｄＦ
３

槡　 １８４５ ＝ ，显

示：１２．２６４９４０８１．

��������

　 （第４题）

１．求下列各式的值：

（１）－
３

槡１；　　　（２）
３

槡－８；　　　（３）－
３

槡０．０２７；

（４）
３

－
６４

２７槡
；　　 （５）

３

１－
３７

６４槡
；　　　（６）

３

７

８槡
－１．

２．用计算器求下列各式的值：

（１）
３

槡１７２８；　　 （２）
３

槡１５６２５；

（３）±
３

槡２１９７；　　（４）
３

槡０．４２６２５４ （精确到０．００１）．

３．求下列各式中狓的值：

（１）狓３＝－０．０６４；（２）狓３－３＝
３

８
．

４．如图，要生产一种容积为５０Ｌ的圆柱形

热水器，使它的高等于底面直径的２倍，

这种容器的底面直径应取多少分米 （用

计算器计算，结果保留小数点后一位）？

７１
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１９．３ 实数

��

我们知道有理数包括整数和分数，请把下列分数写

成小数的形式，你有什么发现？

５

２
，－
３

５
，
２７

４
，
１１

９
，
９

１１
．

我们发现，上面的分数都可以写成有限小数或者无限循

环小数的形式，即

５

２
＝２．５，－

３

５
＝－０．６，

２７

４
＝６．７５，

１１

９
＝１．２

·

，
９

１１
＝０．８

·

１
·

．

事实上，如果把整数看成小数点后是０的小数 （例如，

将３看成３．０），那么任何一个有理数都可以写成有限小数

或无限循环小数的形式．反过来，任何有限小数或无限循环

小数也都是有理数．

通过前两节的学习，我们知道，很多数的平方根和立方

根都是无限不循环小数，无限不循环小数又叫做无理数 （ｉｒ

ｒａｔｉｏｎａｌｎｕｍｂｅｒ）．例如槡２，－槡５，
３

槡２，
３

槡３等都是无理数，

π＝３．１４１５９２６５…也是无理数．

像有理数一样，无理数也有正负之分．例如，槡２，
３

槡３，

π是正无理数，－槡２，－
３

槡３，－π是负无理数．

８１
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有理数和无理数统称实数 （ｒｅａｌｎｕｍｂｅｒ）．这样，我们

学过的数可以这样分类：

实数

有理数

正有理数

０

负有理数

烅

烄

烆

烍

烌

烎

有限小数或无限循环小数

无理数
正无理数

负无理数
烅

烄

烆

烍

烌

烎

无限不循环小数

烅

烄

烆

由于非０有理数和无理数都有正负之分，实数也有正负

之分，所以实数还可以按大小分类如下：

实数

正实数

０

负实数

烅

烄

烆

我们知道，每个有理数都可以用数轴上的点来表示．无

理数是否也可以用数轴上的点表示出来呢？

��

如图１９．３１，直径为１个单位长度的圆从原点沿

数轴向右滚动一周，圆上的一点由原点到达点犗′，点

犗′对应的数是多少？

O O� 4321

图１９．３１

９１
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从图中可以看出，犗犗′的长是这个圆的周长π，所以点

犗′对应的数是π．

这样，无理数π可以用数轴上的点表示出来．

又如，以单位长度为边长画一个正方形 （图１９．３２），

以原点为圆心，正方形的对角线长为半径画弧，与正半轴的

交点就表示槡２，与负半轴的交点就表示 槡－ ２． （为什么？）

0 4321-2 -1-3

22

图１９．３２

事实上，每一个无理数都可以用数轴上的一个点表示

出来．

当数的范围从有理数扩充到实数后，实数与数轴上的点

是一一对应的，即任意一个实数都可以用数轴上的一点来表

示；反过来，数轴上的任意一点都表示一个实数．

与规定有理数的大小一样，对于数轴上的任意两个点，

右边的点表示的实数总比左边的点表示的实数大．

由数轴上的点与实数是一一对应的，我们还可以得出：

对于直角坐标平面内的任意一点犕，都有唯一的一对有序

实数 （狓，狔） （即点犕 的坐标）和它对应；反过来，对于

任意一对有序实数 （狓，狔），在直角坐标平面内都有唯一的

一点犕 （即坐标为 （狓，狔）的点）和它对应．也就是说，

直角坐标平面内的点与有序实数对是一一对应的．

０２
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（第３题）

１．判断下列说法是否正确：

（１）无限小数都是无理数；

（２）无理数都是无限小数；

（３）带根号的数都是无理数；

（４）所有有理数都可以用数轴上的点表示，反过来，

数轴上的所有点都表示有理数；

（５）所有实数都可以用数轴上的点表示，反过来，

数轴上的所有点都表示实数．

２．把下列各数分别填在相应的集合中：

２２

７
，３．１４１５９２６５，槡７，－８，

３

槡２，０．６，０，槡３６，
π

３
．

３．请将图中数轴上标有字母的各点与下列实数对应起

来，并按从小到大的顺序用 “＜”号将这些数连接

起来：

槡２，－１．５，槡５，π．

１２
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2
O

y

x1 A

5 B

C
3

（第４题）

４．如图，写出平面直角坐标系中的点犃，犅，犆的坐标．

有理数关于相反数和绝对值的意义同样适合于实数．

	�

（１）槡２的相反数是　　，－π的相反数是　　，０

的相反数是　　；

（２）｜槡２｜＝　　，｜－π｜＝　　，｜０｜＝　　．

数犪的相反数是－犪，这里犪表示任意一个实数．

一个正实数的绝对值是它本身；一个负实数的绝对值是

它的相反数；０的绝对值是０．

设犪表示一个实数，则

犪 ＝

犪，当犪＞０时；

０，当犪＝０时；

－犪，当犪＜０时．

烅

烄

烆

例１　 （１）分别写出－槡６，π－３．１４的相反数；

２２
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（２）指出 槡－ ５，１－
３

槡３分别是什么数的相反数．

解：（１）因为

－（－槡６）＝槡６，－（π－３．１４）＝３．１４－π，

所以，－槡６，π－３．１４的相反数分别为槡６，３．１４－π．

（２）因为

－（槡５）＝－槡５，－（
３

槡３－１）＝１－
３

槡３，

所以，－槡５，１－
３

槡３分别是槡５，
３

槡３－１的相反数．

例２　 （１）求
３

槡－６４的绝对值；

（２）已知一个数的绝对值是槡３，求这个数．

解：（１）因为

３

槡－６４＝－
３

槡６４＝－４，

所以

３

槡－６４ ＝｜－４｜＝４．

（２）因为

｜槡３｜＝槡３，｜－槡３｜＝槡３，

所以绝对值为槡３的数是槡３或－槡３．

��������

１．求下列各数的相反数与绝对值：

２．５，槡１７，－槡７，－
π

２
，
３

槡－８，１．４－槡２，槡３－２，０．

３２
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２．求下列各式中实数狓的值：

（１）｜狓｜＝
２

３
；　 （２）｜狓｜＝０；　 （３）｜狓｜＝

３

槡２７；

（４）｜狓｜ 槡＝１０；　（５）｜狓｜＝π．

　　随着数的进

一步扩充，负数

将可以进行开方

运算，这是我们

今后要学的．

实数之间不仅可以进行加、减、

乘、除 （除数不为０）、乘方运算，

而且正数及０可以进行开平方运算，

任意一个实数可以进行开立方运算．

在进行实数的运算时，有理数的运

算法则及运算性质等同样适用．

例３　计算下列各式的值：

（１）（槡３＋槡２）－槡２；　　　 （２）３槡３＋２槡３．

解：（１）　（槡３＋槡２）－槡２

＝槡３＋（槡２－槡２）　　　（加法结合律）

＝槡３＋０＝槡３；

（２）　３槡３＋２槡３

　　＝（３＋２）×槡３　　　（分配律）

　　＝５槡３．

在实数运算中，当遇到无理数并且需要求出结果的近似

值时，可以按照所要求的精确度用相应的近似有限小数去代

４２
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替无理数，再进行计算．

例４　计算 （结果保留小数点后两位）：

（１）槡５＋π；　　 （２）槡３×槡２．

解：（１）槡５＋π≈２．２３６＋３．１４２≈５．３８；

（２）槡３×槡２≈１．７３２×１．４１４≈２．４５．

��������

O

y

x1

A

2 3
B

1

2

（第３题）

１．计算：

（１）３槡２＋２槡２；　　　　 （２）｜槡２－槡３｜＋２槡２；

（３）
３

槡３－｜－
３

槡３｜．

２．用计算器计算 （结果保留小数点后两位）：

（１）槡５－槡３＋０．１４５；

（２）
３

槡６－π－槡２；

（３）槡３×槡６；

（４）
３

槡５÷
３

槡１５．

３．如图，犃，犅 两点的坐标分别

是犃（１，槡２），犅（槡５，０），求

△犃犅犗 的面积 （结果保留小

数点后一位）．

５２
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为什么说槡２不是有理数

随着对数的认识的不断深入，人们发现槡２不是有理数．

下面给出槡２不是有理数的证明方法．

假设槡２是有理数，那么存在两个互质的正整数狆，狇，

使得

槡２＝
狆

狇
，

于是

狆 槡＝ ２狇．

两边平方得

狆２＝２狇２．

由２狇２是偶数，可得狆２是偶数．而只有偶数的平方才是

偶数，所以狆也是偶数．

因此可设狆＝２狊，代入上式，得４狊２＝２狇２，即

狇２＝２狊２．

所以狇也是偶数．这样，狆和狇都是偶数，不互质，这与假

设狆，狇互质矛盾．

这个矛盾说明，槡２不能写成分数的形式，即槡２不是有

理数．实际上，槡２是无限不循环小数．

用类似的方法，你能证明
３

槡２不是有理数吗？

６２
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事实上，无理数只是一种命名，并非 “无理”，而是实

际存在的不能写成分数形式的数，它和有理数一样，都是现

实世界中客观存在的量的反映．

����

１．制作一个表面积为１２ｄｍ２的正方体纸盒．

（１）这个正方体的棱长是多少？

（２）做出这个正方体纸盒．

２．制作一个底面半径为１０ｃｍ，高为２０ｃｍ

的圆柱形纸盒．

（１）圆柱的侧面展开图是什么形状？

（２）这个侧面展开图各边的长分别是多少？

（３）做出这个圆柱形纸盒．

７２
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小　结

一、本章知识结构图

	��

	��
�
�

	
�

���

���

���

���
��
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二、回顾与思考

１．回顾平方根与立方根的概念．开平方与平方有什么

关系？开立方与立方呢？

２．无理数和有理数的区别是什么？

３．实数由哪些数组成？数轴上的点与实数有什么关系？

直角坐标平面内的点与有序实数对有什么关系？

４．本章我们通过开平方、开立方运算认识了一些不同

于有理数的数，在此基础上引入无理数，使数的范围由有理

数扩充到实数．请你梳理一下数的概念是怎样从正整数逐步

发展到实数的．随着数的不断扩充，数的运算有什么发展？

８２
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１．求下列各数的平方根及算术平方根：

（１）１００；　　　　　　　（２）０．２５；

（３）
４

９
；　　 （４）（－４

１３
）２．

２．求下列各数的立方根：

（１）
２７

８
；　 （２）－

１

６４
；

（３）－０．００１；　 （４）５３．

３．求下列各式的值：

（１）－
４９

２５槡
；　 （２）－

３

１０槡 ３；

（３） 槡±０．０９；　 （４）
３

槡－０．０２７．

４．下列各数分别介于哪两个相邻的整数之间：

（１）槡２８；　　 （２）槡３８；　　 （３）
３

槡９９．

５．用计算器求下列各式的值 （精确到０．００１）：

（１） 槡－９４．３；　 （２）
３

槡０．４３；

（３）槡５５２２５；　 （４）
３

槡３４０１２２２４．

６．０，１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０的平方根及立

方根中，哪些是有理数？哪些是无理数？

７．比较下列各组数的大小：

（１）｜－１．５｜，１．５
·

；　 （２）１．４１４，槡２；

９２
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（３）
２

３
，０．６６６６７；　 （４）

３

槡９与２．５．

８．计算下列各式的值：

（１）槡２（槡２＋２）；　　 （２）槡３（槡３＋
１

槡３
）．

����

９．解下列方程：

（１）（狓－１）２＝４； （２）（狓－１）３＝６４．

１０．已知｜狓｜＜２π，狓是整数，求狓的值，并在数轴上

表示求得的数．

１１．一个圆与一个正方形的面积都是２πｃｍ２，它们中

哪一个的周长比较大？你能从中得到什么启示？

１２．一个排球的体积为４８５５ｃｍ３，它的半径是多少厘

米 （结果保留小数点后一位）？ （球的体积公式是

犞＝
４

３
π犚３，其中犚 是球的半径．）


���

１３．填空：

（１）一个数的平方等于它本身，这个数是　　　；

一个数的平方根等于它本身，这个数是　　　；

一个数的算术平方根等于它本身，这个数

是　　　．

（２）一个数的立方等于它本身，这个数是　　　；

一个 数 的 立 方 根 等 于 它 本 身，这 个 数

是　　　．

０３
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１４．在实数范围内分解因式：

（１）狓２－２；

（２）狓２ 槡＋２３狓＋３．

１３



第二十章　二次根式

电视塔越高，从塔顶发射出的电磁波传播得

越远，从而能收看到电视节目的区域就越广．电

视塔高犺 （单位：ｋｍ）与电视节目信号的传播半

径狉 （单位：ｋｍ）之间存在近似关系狉＝２槡犚犺，

其中犚 是地球半径，犚≈６４００ｋｍ．如果两个电

视塔的高分别是犺１ｋｍ，犺２ｋｍ，那么它们的传

播半径之比是
２犚犺槡 １

２犚犺槡 ２

．你能将这个式子化简吗？

化简这个式子需要二次根式的有关知识．我

们学过整式的运算、分式的运算．如何进行二次

根式的运算呢？这就是本章要解决的主要问题．
本章的学习，可以为后面的勾股定理、一元二次

方程等内容的学习打下基础．
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２０．１ 二次根式

	�

用带有根号的式子填空，看看写出的结果有什么

特点：

（１）面积为３的正方形的边长为　　　 ，面积为

犛的正方形的边长为　　　 ．

（２）一个长方形的围栏，长是宽的２倍，面积为

１３０ｍ２，则它的宽为　　　ｍ．

（３）一个物体从高处自由落下，落到地面所用的时

间狋 （单位：ｓ）与开始落下时离地面的高度犺 （单位：

ｍ）满足关系犺＝５狋２．如果用含有犺的式子表示狋，那

么狋为　　　．

上面问题的结果分别是槡３，槡犛，槡６５，
犺

５槡
，它们表示

一些正数的算术平方根．

我们知道，一个正数有两个平方根；０的平方根为０；

在实数范围内，负数没有平方根．因此，在实数范围内开平

方时，被开方数只能是正数或０．

一般地，我们把形如槡犪 （犪≥０）的式子叫做二次根式

（ｑｕａｄｒａｔｉｃｒａｄｉｃａｌ）．

３３



!("$%()*+

例１　当狓是怎样的实数时，下列各式在实数范围内有

意义？

（１）狓槡 －２；　 （２）狓槡２．

解：（１）由狓－２≥０，得

狓≥２．

当狓≥２时，狓槡 －２在实数范围内有意义．

（２）因为对任意实数狓，都有狓２≥０，所以狓为任意实

数时，狓槡２都有意义．

��������

１．当犪 是怎样的实数时，下列各式在实数范围内有

意义？

（１）犪槡－１；　　　（２）犪槡＋２；　　　（３）５槡犪；

（４）５－槡 犪；　　　　（５） －槡 犪；　　　 （６）２犪槡 ＋１．

２．用式子表示：

（１）面积为犛的圆的半径；

（２）面积为犛且两条邻边的比为２∶３的长方形的长

和宽．

３．当狓 是怎样的实数时，下列各式在实数范围内有

意义？

（１）狓２槡 ＋１；　 （２） （狓－１）槡 ２；

（３）
１

狓槡
；　 （４）

１

狓槡 ＋１
．

４３
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当犪＞０时，槡犪表示犪的算术平方根，因此槡犪＞０；当

犪＝０时，槡犪表示０的算术平方根，因此槡犪＝０．这就是说，

当犪≥０时，槡犪≥０．

��

根据算术平方根的意义填空：

（槡４）２＝　　　 ；（槡２）２＝　　　；

（１
３槡
）２＝　　　；（槡０）２＝　　　．

槡４是４的算术平方根，根据算术平方根的意义，槡４是

一个平方等于４的非负数．因此有 （槡４）２＝４．

同理，槡２，
１

３槡
，槡０分别是２，

１

３
，０的算术平方根．因

此有 （槡２）２＝２，（１
３槡
）２＝１
３
，（槡０）２＝０．

一般地，

（槡犪）２＝犪 （犪≥０）

　　例２（２）用到

了 （犪犫）２＝犪２犫２这

个结论．

例２　计算：

（１）（槡１．５）２；　 （２）（２槡５）２．

解：（１）（槡１．５）２＝１．５；

５３
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（２）（槡２５）２＝２２×（槡５）２＝４×５＝２０．

��

填空：

２槡２＝　　　；０．１槡 ２＝　　　；

（２
３
）

槡

２

＝　　　；０槡２＝　　　．

可以得到

２槡２＝２；０．１槡 ２＝０．１； （２
３
）

槡

２

＝
２

３
；０槡２＝０．

一般地，根据算术平方根的意义，

犪槡２＝犪（犪≥０）

例３　化简：

（１）槡１６；　　　　　 （２） （－５）槡 ２．

解：（１）槡１６＝４槡２＝４；

（２） （－５）槡 ２＝ ５槡２＝５．

回顾我们学过的式子，如５，犪，犪＋犫，－犪犫，
狊

狋
，－狓３，

槡３，槡犪 （犪≥０），它们都是用基本运算符号 （基本运算包括加、

减、乘、除、乘方和开方）把数或表示数的字母连接起来的式

子，我们称这样的式子为代数式 （ａｌｇｅｂｒａｉｃｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ）．

６３
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１．计算：

（１）（槡３）２；　　（２）（槡３２）２；　　（３）（ 槡－０．２）２；

（４）（２
７槡
）
２

； （５）（槡５５）２； （６）（ 槡－ ６）２．

２．说出下列各式的值：

（１）０．３槡 ２ ； （２） （－１
７
）

槡

２

； （３） （－２
３
）

槡

２

；

（４）－ （－π）槡 ２；（５）１０槡 －２； （６）－ （－２
５
）

槡

２

．

３．利用ɑ＝ （槡犪）２ （犪≥０），把下列非负数分别写成一

个非负数的平方的形式：

（１）９；　 （２）５；　 （３）２．５；　 （４）０．２５；　

（５）
１

２
；　 （６）０．

４．半径为狉ｃｍ的圆的面积是半径为２ｃｍ和３ｃｍ的两

个圆的面积之和，求狉的值．

５．△犃犅犆的面积为１２ｃｍ２，犃犅 边上的高是犃犅 边长

的４倍．求犃犅 的长．

７３
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２０．２ 二次根式的乘除

由算术平方根的意义，槡２，槡３，槡４，…都是实数．当犪

取某个非负数值时，槡犪就是非负数犪的算术平方根，也是

一个实数．这类实数的运算满足怎样的运算法则呢？我们该

如何进行二次根式的加、减、乘、除运算呢？

下面先探究二次根式的乘法法则．

��

计算下列各式，观察计算结果，你能发现什么

规律？

（１）槡 槡４× ９＝　　　 ，槡４×９＝　　　 ；

（２）槡 槡１６×２５＝　　　 ，槡１６×２５＝　　　 ；

（３）槡 槡２５×３６＝　　　 ，槡２５×３６＝　　　 ．

一般地，二次根式的乘法法则是

槡犪·槡犫＝槡犪犫 （犪≥０，犫≥０）

例１　计算：

（１）槡３×槡５；　　　 （２）
１

３槡
×槡２７．

８３
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解：（１）槡３×槡５＝槡１５；

（２）
１

３槡
×槡２７＝

１

３槡
×２７＝槡９＝３．

　　本章中，如

果没有特别说明，

所有的字母都表

示正数．

把槡犪 ·槡犫 ＝槡犪犫 反过来，就

得到

槡犪犫＝槡犪·槡犫，

利用它可以进行二次根式的化简．

例２　化简：

（１）槡１６×８１；　　　 （２）４犪２犫槡 ３．

　 　 被 开 方 数

４犪２犫３含４，犪２，犫２

这样的因数或因

式，它们被开方后

可以移到根号外，

是开得尽方的因数

或因式．

解：（１）槡１６×８１＝槡１６×槡８１＝

４×９＝３６；

（２）４犪２犫槡 ３＝槡４·犪槡２·犫槡３

＝２·犪·犫２·槡 犫

＝２犪犫槡２·槡犫

＝２犪犫槡犫．

例３　计算：

（１）槡１４×槡７；

（２）３槡狓·
１

３
狓
槡
狔．

解：（１）槡１４×槡７＝槡１４×７＝７２槡 ×２＝７槡２×槡２＝７槡２；

９３
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（２） ３槡狓·
１

３
狓
槡
狔＝ ３狓·

１

３
狓

槡
狔＝ 狓２槡 狔 ＝ 狓槡２·槡狔＝

狓槡狔．

���������

１．计算：

（１）槡 槡３×１２；　　　　（２）槡６×（ 槡－１５）；

（３）槡２８８×
１

７２槡
； （４）槡 槡 槡１８×２０×７５．

２．化简：

（１）槡４×４９；　 （２）槡３００；

（３）４槡狔；　 （４）１６犪犫２犮槡 ３．

３．根据下列条件求代数式
－犫＋犫２－４槡 犪犮

２犪
的值：

（１）犪＝１，犫＝１０，犮＝－１５；

（２）犪＝２，犫＝－８，犮＝５．

４．设长方形的面积为犛，相邻两边分别为犪，犫．

（１）已知犪 槡＝ ８，犫 槡＝１２，求犛；

（２）已知犪 槡＝２５０，犫 槡＝３３２，求犛．

５．计算：

（１）槡 槡０．４×３．６；　　　 （２）
２

３槡
×
２７

８槡
．

０４
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计算下列各式，观察计算结果，你能发现什么

规律？

（１）
槡４

槡９
＝　　 ，

４

９槡
＝　　 ；

（２）
槡１６

槡２５
＝　　 ，

１６

２５槡
＝　　 ；

（３）
槡３６

槡４９
＝　　 ，

３６

４９槡
＝　　 ．

一般地，二次根式的除法法则是

槡犪

槡犫
＝
犪

犫槡
（ɑ≥０，犫＞０）

例４　计算：

（１）
槡２４

槡３
；　　　 （２）

３

２槡
÷
１

１８槡
．

解：（１）
槡２４

槡３
＝
２４

３槡
＝槡８＝槡４×２＝２槡２；

（２）
３

２槡
÷
１

１８槡
＝
３

２
÷
１

１８槡
＝
３

２槡
×１８＝槡３×９＝３槡３．

把槡
犪

槡犫
＝
犪

犫槡
反过来，就得到

１４
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犪

犫槡
＝
槡犪

槡犫
（犪≥０，犫＞０），

利用它可以进行二次根式的化简．

例５　化简：

（１）
３

１００槡
；　　 （２）

７５

２７槡
；　　 （３）

２５狓４

９狔２槡
．

解：（１）
３

１００槡
＝
槡３

槡１００
＝
槡３

１０
；

（２）
７５

２７槡
＝
５２×３

３２×３槡
＝
５槡２

３槡２
＝
５

３
；

（３）
２５狓４

９狔２槡
＝
２５狓槡 ４

９狔槡 ２
＝
５２（狓２）槡 ２

３２狔槡 ２
＝
５狓２

３狔
．

���������

１．计算：

（１）槡１８÷槡２；　（２）
槡７２

槡６
；　　　（３）

４槡１５

２槡５
；

（４）
５

３槡
÷
５

６槡
； （５）６槡犪÷２槡犪； （６）

犫

５槡
÷

犫

２０犪２槡
．

２．化简：

（１）
８

２５槡
； （２）

２５

３６槡
； （３）

５狀２

９槡
； （４）

９８

９狓２槡
．

２４
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例６　计算：

（１）
槡３

槡５
；　 （２）

３槡２

槡２７
；　 （３）

槡８

２槡犪
．

　　在解法２中，

式 子 变 形 槡
３

槡５
＝

槡３×槡５

槡５×槡５
是为了去

掉分母中的根号．

解： （１）解法１：
槡３

槡５
＝
３

５槡
＝

３×５

５×５槡
＝
１５

５２槡
＝
槡１５

５槡２
＝
槡１５

５
．

解法２：
槡３

槡５
＝
槡３×槡５

槡５×槡５
＝
槡１５

（槡５）
２＝

槡１５

５
．

（２）
３槡２

槡２７
＝
３槡２

３２槡 ×３
＝
３槡２

３槡２×槡３
＝
槡２

槡３
＝
槡２×槡３

槡３×槡３
＝
槡６

３
．

（３）
槡８

２槡犪
＝
槡８·２槡犪

２槡犪·２槡犪
＝
４槡犪

２犪
＝
２槡犪

犪
．

在例６各小题的最后结果
槡１５

５
，槡
６

３
，
２槡犪

犪
中，可以发现

这些式子有如下两个特点：

（１）被开方数不含分母；

（２）被开方数中不含能开得尽方的因数或因式．

我们把满足上述两个条件的二次根式，叫做最简二次根

式 （ｓｉｍｐｌｅｓｔｑｕａｄｒａｔｉｃｒａｄｉｃａｌ）．

在二次根式的运算中，一般要把最后结果化为最简二次

根式，并且分母中不含二次根式．

３４
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例７　设长方形的面积为犛，相邻两边长分别为犪，犫．

已知犛＝２槡３，犫＝槡１０，求犪．

解：因为犛＝犪犫，所以

犪＝
犛

犫
＝
２槡３

槡１０
＝
２槡３×槡１０

槡１０×槡１０
＝
槡３０

５
．

现在来看本章引言中的问题．

如果两个电视塔的高分别是犺１ｋｍ，犺２ｋｍ，那么它们

的传播半径之比是
２犚犺槡 １

２犚犺槡 ２

．这个式子还可以化简：

２犚犺槡 １

２犚犺槡 ２

＝
２槡犚·犺槡１

２槡犚·犺槡２

＝
犺槡１

犺槡２

＝
犺槡１·犺槡２

犺槡２·犺槡２

＝
犺１犺槡 ２

犺２
．

我们看到，比值与地球半径无关．这样，只要知道犺１，

犺２，就可以求出比值．

��������

１．把下列二次根式化成最简二次根式：

（１）槡３２；　　（２）槡４０；　　（３）槡１．５；

（４）
４

３槡
；　 （５）

犪２犫

４犮２槡
；　 （６）

２狓２槡 狔

３狓槡狔
．

４４
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２．计算：

（１）
槡８

槡３４０
槡× ５；　　　　 （２）槡 槡 槡２７×５０÷ ６．

３．已知长方体的体积犞 槡＝４３，高犺 槡＝３２，求它的底

面积犛．

５４
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２０．３ 二次根式的加减

7.5 dm

5
dm

图２０．３１

问题 　 现 有 一 块 长 为

７．５ｄｍ、宽为５ｄｍ 的木板，

能否采用如图２０．３１的方式，

在这块木板上截出两个面积分

别是８ｄｍ２和１８ｄｍ２的正方形

木板？

因为大、小正方形木板的

边长分别为槡１８ｄｍ和槡８ｄｍ，显然木板够宽．下面考虑木板

是否够长．

由于两个正方形的边长的和为 （槡８＋槡１８）ｄｍ．这实际

上是求槡８，槡１８这两个二次根式的和，我们可以这样来

计算：

　　在有理数范

围内成立的运算

律，在实数范围

内仍然成立．

　槡８＋槡１８

＝２槡２＋３槡２ （化成最简二次根式）

＝（２＋３）槡２　 　 （分配律）

＝５槡２．

由槡２＜１．５可知５槡２＜７．５，即

两个正方形的边长的和小于木板的长，因此可以用这块木板

按要求截出两个面积分别是８ｄｍ２和１８ｄｍ２的正方形木板．

分析上面计算槡８＋槡１８的过程，可以看到，把槡８和槡１８

６４
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化成最简二次根式２槡２和 槡３２后，由于被开方数相同 （都是

２），可以利用分配律将 槡２２和 槡３２进行合并．

一般地，二次根式加减时，可以先将二次根式化成最简

二次根式，再将被开方数相同的二次根式进行合并．

例１　计算：

（１）槡８０－槡４５；

　　比较二次根式

的加减与整式的加

减，你能得出什么

结论？

（２）９槡犪＋２５槡 犪．

解：（１）　槡８０－槡４５

＝４槡５－３槡５＝槡５；

（２）　９槡犪＋２５槡 犪

＝３槡犪＋５槡犪＝８槡犪．

例２　计算：

（１）２槡１２－６
１

３槡
＋３槡４８；

（２）（槡１２＋槡２０）＋（槡３－槡５）．

解：（１）　２槡１２－６
１

３槡
＋３槡４８

＝４槡３－２槡３＋１２槡３

＝１４槡３；

（２）　（槡１２＋槡２０）＋（槡３－槡５）

＝２槡３＋２槡５＋槡３－槡５

７４
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　　 槡３３与槡５能合

并吗？
槡 槡＝３３＋ ５．

���������

１．下列计算是否正确？为什么？

（１） 槡 槡２＋ ２＝２２；　　　　（２）槡 槡 槡８－ ３＝８－３；

（３） 槡 槡 槡３２－ ２＝２２； （４） 槡 槡２３－ ３＝２；

（５）
槡 槡１８－ ８

２
槡 槡＝ ９－ ４＝３－２＝１．

２．计算：

（１） 槡 槡２７－６７； （２）槡 槡 槡８０－２０＋ ５；

（３） 槡 槡２１２＋２７； （４）槡１８－
９

２槡
；

（５）槡１８＋ （槡 槡９８－２７）； （６）
２

３
９槡狓＋６

狓

４槡
．

３．已知槡５≈２．２３６，求５
１

５槡
＋
４

５槡
槡＋４５的近似值 （结果

保留小数点后两位）．

例３　计算：

（１）（槡８＋槡３）×槡６；　　 （２）（４槡２－３槡６）÷２槡２．

解：（１） （槡８＋槡３）×槡６

８４
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　　例３ （１）运

用了分配律．

槡 槡 槡 槡＝ ８× ６＋ ３× ６

槡 槡＝８×６＋３×６

槡 槡＝４３＋３２；

（２） （槡 槡４２－３６） 槡÷２２

槡 槡 槡 槡＝４２÷２２－３６÷２２

＝２－
３

２
槡３．

例４　计算：

（１）（槡２＋３）（槡２－５）；　 （２）（槡５＋槡３）（槡５－槡３）；

（３）（槡７－槡６）２．

　　例４（１）用了

多项式乘法法则；

（２）用了公式（犪＋

犫）（犪－犫）＝犪２－

犫２；（３）用了公式

（犪－犫）２＝犪２－２犪犫

＋犫２．

在二次根式

的运算中，多项

式乘法法则和乘

法公式仍然适用．

解：（１）　 （槡２＋３）（槡２－５）

＝（槡２）
２
＋３槡２－５槡２－１５

＝２－２槡２－１５

＝－１３－２槡２；

（２）　（槡５＋槡３）（槡５－槡３）

＝（槡５）
２
－（槡３）

２

＝５－３

＝２；

（３）　（槡７－槡６）２

＝（槡７）２－２×槡７×槡６＋（槡６）２

＝７－２槡４２＋６

＝１３－２槡４２．

９４
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１．计算：

（１）槡２（槡 槡３＋ ５）；　　　 （２）（槡 槡１２＋５８）槡３；

（３）（槡 槡８０＋４０） 槡÷ ５； （４）（槡４８＋
１

４
槡６） 槡÷２７

（５）（槡５＋３）（槡５＋２）； （６）（槡 槡６＋ ２）（槡 槡６－ ２）．

２．计算：

（１）（ 槡４＋ ７）（ 槡４－ ７）；　　（２）（槡 槡２３＋３２）（槡 槡２３－３２）；

（３）（槡犪＋槡犫）（槡犪－槡犫）；　（４）（槡３＋２）
２
；

（５）（槡 槡５３＋２５）
２
；　　　（６）（槡 槡２５－ ２）

２
．

３．已知狓 槡＝ ３＋１，狔 槡＝ ３－１，求下列各式的值：

（１）狓２＋２狓狔＋狔２；　　　（２）狓２－狔２．

���	�

立方根与三次根式

可以发现，二次根式与 《实数》一章中的算术平方根有

紧密的联系．实际上，二次根式是在算术平方根的基础上进

一步抽象得到的．

在 《实数》一章中我们还学过立方根．类比二次根式与

０５
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算术平方根的关系，你能想到什么？

我们知道，体积为３的立方体，它的棱长是
３

槡３；体积为

６９７ｃｍ３的铅球，根据公式犚＝

３

３犞

４π槡
，可求得它的半径大约

是
３

槡１６６ｃｍ；等等．它们表示一个数的立方根．类比二次根

式，我们可以把形如
３

槡犪的式子叫做三次根式．

我们知道，
３

槡２是２的立方根，根据立方根的意义，有

（
３

槡２）３＝２．同理，（
３

槡－２）３＝－２，（
３

１

３槡
）３＝１
３
，（

３

槡０）３＝０．一

般地，

（
３

槡犪）３＝犪．

观察这个式子，你发现这个等式与二次根式中对应的等

式有什么不同了吗？

容易发现，在（槡犪）２＝犪中，犪不能取负数；而（
３

槡犪）３＝

犪中，犪可以取一切实数．

你能类比二次根式的学习过程，自己进一步研究一下三

次根式吗？

我们可以像研究二次根式那样，研究三次根式的各种运

算法则，对三次根式进行化简、运算等．你能自己尝试一

下吗？

１５
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纸张规格与槡２的关系

书籍和纸张的长与宽都有固定的尺寸，常

用纸张的规格 （单位：ｍｍ）由下列两个表

给出：

Ａ型 宽×长

Ａ５ １４８×２１０

Ａ４ ２１０×２９７

Ａ３ ２９７×４２０

Ａ２ ４２０×５９４

Ａ１ ５９４×８４１

Ｂ型 宽×长

Ｂ５ １８２×２５７

Ｂ４ ２５７×３６４

Ｂ３ ３６４×５１５

Ｂ２ ５１５×７２８

Ｂ１ ７２８×１０３０

１．使用计算器求出各规格纸张长与宽的比

值，你有什么发现？各规格纸张的长与宽的比

有什么关系？

２．测量教科书与课外读物的长与宽，看看

它们的长与宽的比是否也有类似确定的关系？

２５
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一、本章知识结构图
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二、回顾与思考

１．什么样的式子叫做二次根式？

２．对于二次根式，要注意被开方数必须是非负数．当狓

是怎样的实数时，槡狓在实数范围内有意义？

３．在二次根式的运算和化简中，要利用运算法则．你能

举例说明二次根式的加、减、乘、除运算法则吗？

４．二次根式的加减法与整式的加减法类似，只要将二

次根式化为最简二次根式，然后去括号与合并被开方数相同

的二次根式就可以了．二次根式的乘法与整式的乘法类似，

以往学过的乘法公式等都可以运用．二次根式的除法与分式

的运算类似，如果分子与分母中含有相同的因式，可以直接

约去．

５．至此，我们已经学习了整式 （单项式、多项式）、分

式、二次根式等代数式的概念和运算．因为字母表示数，所

３５
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以代数式的运算也就是含有字母符号的算式之间的运算，实

际上就是用数的运算法则和运算律对这些符号进行运算．

４５
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１．当狓 是怎样的实数时，下列各式在实数范围内有

意义？

（１）３＋槡 狓；　　　　（２）
１

２狓槡 －１
；

（３）
１

２－３狓槡
； （４）

１

（狓－１）２槡
．

２．化简：

（１）槡５００；　　　　 （２）１２槡 狓；

（３）
９

８槡
；　 （４） ４

２

３槡
；

（５）－１２０狔槡 ６； （６）
５犪５

６槡
；

（７）
２

３犪２槡
（８）２狓２狔槡 ３．

３．计算：

（１）（槡２４－
１

２槡
）－（１

８槡
槡＋ ６）；

（２）槡 槡 槡 槡７５－５４＋９６－１０８；

（３）（槡 槡４５＋１８）－（槡 槡８－１２５）；

（４）
１

２
（槡 槡２＋ ３）－

３

４
（槡 槡２＋２７）；

５５



!("$%()*+

（５）（槡 槡２４＋０．５）－（１
８槡
槡－ ６）；

（６）犪２ ８槡犪＋３犪 ５０犪槡 ３．

４．计算：

（１） 槡２１２×
槡３

４
槡÷５２； 　（２）（槡 槡２３＋６）（槡 槡２３－６）；

（３）（槡 槡２４８－３２７） 槡÷ ６；（４）（槡 槡２２＋３３）
２
．

５．正方形的边长为犪ｃｍ，它的面积与长为９６ｃｍ、宽

为１２ｃｍ的长方形的面积相等．求犪的值．

����

６．已知狓 槡＝ ５－１，求代数式狓２＋５狓－６的值．

７．已知狓 槡＝２－３，求代数式（ 槡７＋４３）狓２＋（ 槡２＋３）狓＋

槡３的值．

８．电流通过导线时会产生热量，电流犐 （单位：Ａ）、

导线电阻犚 （单位：Ω）、通电时间狋 （单位：ｓ）与

产生的热量犙 （单位：Ｊ）满足犙＝犐２犚狋．已知导线

的电阻为５Ω，１ｓ时间导线产生３０Ｊ的热量，求电

流犐的值 （结果保留小数点后两位）．

９．如果一个三角形的三条边长分别为犪，犫，犮，记

狆＝
犪＋犫＋犮

２
， 那 么 三 角 形 的 面 积 为 犛 ＝

狆（狆－犪）（狆－犫）（狆－犮槡 ）（此公式叫做海伦—秦九

韶公式）．当一个三角形三条边分别为４ｃｍ，５ｃｍ，

７ｃｍ时，试用上述公式求这个三角形的面积犛．

６５
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１０． （１）把一个圆心为点犗，半径为狉的圆的面积四

等分．请你尽可能多地设想各种分割方法．

（２）如图，以点犗 为圆心的三个同心圆把以犗犃

为半径的大圆犗 的面积四等分．求这三个圆

的半径犗犅，犗犆，犗犇 的长．

A
O

D C
B

（第１０ （２）题）

１１．判断下列各式是否成立：

２
２

３槡
＝２

２

３槡
； ３

３

８槡
＝３

３

８槡
； ４

４

１５槡
＝４

４

１５槡
．

类比上述式子，再写出几个同类型的式子．你能看

出其中的规律吗？用字母表示这一规律，并给出

证明．

７５
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第二十一章　勾股定理

下图中左侧的图案是２００２年在北京召开的

国际数学家大会的会徽，它和数学中著名的勾股

定理有着密切关系．
在我国古代，人们将直角三角形中短的直角

边叫做勾，长的直角边叫做股，斜边叫做弦．根

据我国古代数学书 《周髀算经》记载，在约公元

前１１世纪，人们就已经知道，如果勾是三、股

是四，那么弦就是五．后来人们进一步发现并证

明了直角三角形三边长度之间的关系，这就是勾

股定理．
本章我们将探索勾股定理及其逆定理，并运

用这两个定理去解决有关问题．由此可以加深对

直角三角形的认识．



!"#$%&'()*

２１．１ 勾股定理

本章引言提到，直角三角形三边长度之间具有一定的关

系，下面我们就来探究这种关系．我们首先从特殊的直角三

角形开始．

	�

图２１．１１中三个正方形的面积有什么关系？等腰

直角三角形的三边之间有什么关系？

图２１．１１

　　看似平淡无

奇的现象有时却蕴

含着深刻的道理．

可以发现，以等腰直角三角形

两直角边为边长的小正方形的面积

的和，等于以斜边为边长的大正方

形的面积．即等腰直角三角形的三边

之间有一种特殊的关系：斜边的平

９５
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方等于两直角边的平方和．

��

A

B

C

图２１．１２

等腰直角三角形有上述性质，

其他的直角三角形也有这个性质吗？

图２１．１２中，每个小方格的面积均

为１，请分别算出图中正方形 Ａ，

Ｂ，Ｃ的面积，看看能得出什么结

论．（提示：以斜边为边长的正方形

的面积，等于某个正方形的面积减

去４个直角三角形的面积．）

由上面的几个例子，我们猜想 （图２１．１３）：

命题１　如果直角三角形的两条直角边长分别为犪，犫，

斜边长为犮，那么犪２＋犫２＝犮２．

AC

B

a

b

c

图２１．１３

B

AC

a

b

c

��

��

��

��

��

图２１．１４

０６
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证明命题１的方法有很多，下面介绍３世纪我国汉代数

学家赵爽的证法．如图２１．１４，这个图案是赵爽在注解 《周

髀算经》时给出的，人们称它为 “赵爽弦图”．赵爽根据此图

指出：四个全等的直角三角形 （红色）可以如图围成一个大

正方形，中空的部分是一个小正方形 （黄色）．

　 　 赵 爽 指 出：

按弦图，又可以

勾股相乘为朱实

二，倍之为朱实

四．以勾股之差自

相乘为中黄实．加

差实，亦成弦实．

赵爽利用弦图证明命题１的基

本思路如下：如图２１．１５ （１），把

边长为犪，犫 的两个正方形连在一

起，它的面积是犪２＋犫２；另一方面，

这个图形可分割成四个全等的直角

三角形 （红色）和一个正方形 （黄

色）．把图２１．１５ （１）中左、右两

个三角形移到图２１．１５ （２）中所示

的位置，就会形成一个以犮 为边长的正方形 （图２１．１５

（３））．因为图２１．１５ （１）与图２１．１５ （３）都由四个全等

的直角三角形 （红色）和一个正方形 （黄色）组成，所以它

们的面积相等．因此，犪２＋犫２＝犮２．

c

a

b
a

b

c
a

b

c
a

　　　 （１）　　　　　　　　 （２）　　　　　　　　 （３）

图２１．１５

１６
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　　毕达哥拉斯

（Ｐｙｔｈａｇｏｒａｓ， 约

前５８０年－约前

５００年），古希腊

著名的哲学家、数

学家和天文学家．

这样我们就证实了命题１的正

确性，命题１与直角三角形的边有

关，我国把它称为勾股定理 （Ｐｙ

ｔｈａｇｏｒａｓｔｈｅｏｒｅｍ）．在西方，人们

称勾股定理为毕达哥拉斯定理．

“赵爽弦图”通过对图形的切

割、拼接，采用我国古代数学家常

用的 “出入相补法”，巧妙地利用面

积关系证明了勾股定理．它表现了我国古人对数学的钻研精

神和聪明才智，是我国古代数学的骄傲．因此，这个图案

（图２１．１４）被选为２００２年在北京召开的国际数学家大会的

会徽．

	�

由赵爽弦图，你能得出一个关于图形面积的等式，

并由这个等式得出勾股定理吗？

��������

１．设直角三角形的两条直角边长分别为犪和犫，斜边长

为犮．

（１）已知犪＝６，犮＝１０，求犫；

（２）已知犪＝５，犫＝１２，求犮；

（３）已知犮＝２５，犫＝１５，求犪．

２６
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A

B

C

D

E

（第２题）

30eA C

B

（第４题）

２．如图，图中所有的三角形

都是直角三角形，四边形

都是正方形．已知正方形

Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ的边长分别

是１２，１６，９，１２，求最

大正方形Ｅ的面积．

３．在△犃犅犆 中，∠犆＝９０°，

犃犆＝８，犅犆＝１５．求：

（１）△犃犅犆的面积；

（２）斜边犃犅；

（３）高犆犇．

４．如图，在Ｒｔ△犃犅犆中，∠犆＝

９０°，∠犃＝３０°，犃犆＝２．求斜

边犃犅 的长．

勾股定理有广泛的应用，下面我们用它解决几个问题．
2

m

B

D C

A

1 m

图２１．１６

例１　一个门框的尺寸如图２１．１６所

示，一块长３ｍ，宽２．２ｍ的长方形薄木

板能否从门框内通过？为什么？

分析：可以看出，木板横着或竖着都

不能从门框内通过，只能试试斜着能否通

过．门框对角线犃犆 的长度是斜着能通过

的最大长度．求出犃犆，再与木板的宽比

３６
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较，就能知道木板能否通过．

解：在Ｒｔ△犃犅犆中，根据勾股定理，

犃犆２＝犃犅２＋犅犆２＝１２＋２２＝５．

犃犆＝槡５≈２．２４．

因为犃犆 大于木板的宽２．２ｍ，所以木板能从门框内

通过．

B

A

C

DO

图２１．１７

例２　如图２１．１７，一架２．６ｍ

长的梯子犃犅 斜靠在一竖直的墙

犃犗 上，这时犃犗 为２．４ｍ．如果

梯子的顶端犃 沿墙下滑０．５ｍ，那

么梯子底端犅 也外移０．５ｍ 吗？

解：可以看出，犅犇＝犗犇－

犗犅．　

在 Ｒｔ△犃犗犅 中，根据勾股

定理，

犗犅２＝犃犅２－犗犃２＝２．６２－２．４２＝１．

犗犅＝槡１＝１．

在Ｒｔ△犆犗犇 中，根据勾股定理，

犗犇２＝犆犇２－犗犆２＝２．６２－（２．４－０．５）２＝３．１５．

犗犇＝槡３．１５≈１．７７，

犅犇＝犗犇－犗犅≈１．７７－１＝０．７７．

所以当梯子的顶端沿墙下滑０．５ｍ 时，梯子底端并不

是外移０．５ｍ，而是外移约０．７７ｍ．

４６
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C

A

B

（第１题）

O

B

A

1 2 3 4 5 6 x

y

1
2
3
4
5

（第２题）

AB
l

　　　 （第３题）

l

88

88

64

（第４题）　　　

１．如图，池塘边有两点犃，犅，点犆是与犅犃 方向成直

角的犃犆 方向上一点，测得犅犆＝６０ｍ，犃犆＝２０ｍ．

求犃，犅两点间的距离 （结果取整数）．

２．如图，在平面直角坐标系中有两点 犃（５，０）和

犅（０，４）．求这两点之间的距离．

３．如图，要从电线杆离地面５ｍ处向地面拉一条长为

７ｍ的钢缆．求地面钢缆固定点犃 到电线杆底部犅

的距离 （结果保留小数点后一位）．

４．已知一个三角形工件的尺寸 （单位：ｍｍ）如图所

示，计算高犾的长 （结果取整数）．

５６
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　　　　　　 （第５题）

　　这是我国古

代数学著作 《九

章算术》中的一

个问题．原文是：

今 有 池 方 一 丈，

葭生其中央，出

水一 尺．引 葭 赴

岸，适与岸齐．问

水深、葭长各几

何． （丈、尺是长

度单位，１丈＝１０

尺，１尺＝
１

３
ｍ．）

５．有一个水池，水面是一个边长

为１０尺的正方形，在水池正中

央有一根芦苇，它高出水面１

尺．如果把这根芦苇拉向水池

一边的中点，它的顶端恰好到

达池边的水面．水的深度与这

根芦苇的长度分别是多少？

	�

在八年级上册中，我们曾经通过画图得到结论：斜

边和一条直角边分别相等的两个直角三角形全等．学习

了勾股定理后，你能证明这一结论吗？

先画出图形，再写出已知、求证如下：

已知：如图２１．１８，在 Ｒｔ△犃犅犆 和 Ｒｔ△犃′犅′犆′中，

∠犆＝∠犆′＝９０°，犃犅＝犃′犅′，犃犆＝犃′犆′．

求证：△犃犅犆≌△犃′犅′犆′．

６６



!"#$%&'()*

A�

B�C�

A

BC

　图２１．１８

证明：在Ｒｔ△犃犅犆和Ｒｔ△犃′犅′犆′

中，∠犆 ＝ ∠犆′＝９０°，根据勾股定

理，得

犅犆＝ 犃犅２－犃犆槡 ２，

犅′犆′＝ 犃′犅′２－犃′犆′槡 ２．

又　犃犅＝犃′犅′，犃犆＝犃′犆′，

∴　犅犆＝犅′犆′．

∴　△犃犅犆≌△犃′犅′犆′ （ＳＳＳ）．

��

我们知道数轴上的点有的表示有理数，有的表示无

理数，你能在数轴上画出表示槡１３的点吗？

如果能画出长为槡１３的线段，就能在数轴上画出表示

槡１３的点．容易知道，长为槡２的线段是两条直角边的长都为

１的直角三角形的斜边．长为槡１３的线段能是两条直角边的

长都为正整数的直角三角形的斜边吗？

利用勾股定理，可以发现，两直角边的长分别为正整数

２，３的直角三角形的斜边长为槡１３．由此，可以依照如下方

法在数轴上画出表示槡１３的点．

如图２１．１９，在数轴上找出表示３的点犃，则犗犃＝３，

过点犃 作直线犾垂直于犗犃，在犾上取点犅，使犃犅＝２，以

原点犗 为圆心，以犗犅 长为半径作弧，弧与数轴的交点犆

７６
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B

A

l

C
3210

图２１．１９

即为表示槡１３的点．

类似地，利用勾股定理，可

以作出长为槡２，槡３，槡５，…的线

段 （图２１．１１０）．按照同样方法，

可以在数轴上画出表示槡１，槡２，

槡３，槡４，槡５，… 的点 （图２１．１１１）．

1

1

1 1

1

1

1

1

1
11

1

1

1

1

1 16

15

14

13
12 11 10 9

8

7

6

5
432

图２１．１１０

0 1 32
1 2 3 4 5

图２１．１１１

８６
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B

A

CD

（第２题）

（第３题）

B

A

C

D

E

（第４题）

１．在数轴上作出表示槡１７的点．

２．如图，等边三角形的边长是６．求：

（１）高犃犇 的长；

（２）这个三角形的面积．

３．有５个边长为１的正方形，排列形

式如图．请把它们分割后拼接成一

个大正方形．

４．如图，△犃犆犅和△犈犆犇 都是等腰直角三角形，犆犃＝

犆犅，犆犈＝犆犇，△犃犆犅 的顶点犃 在△犈犆犇 的斜边

犇犈上．求证：犃犈２＋犃犇２＝２犃犆２．（提示：连接犅犇）

９６
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勾股定理的证明

自古至今，人们对勾股定理的证明有许多研究，这不仅

仅因为这个定理重要、基本，还由于这个定理贴近人们的生

活实际，应用广泛．

下面介绍三种用来证明勾股定理的图形，你能根据这些

图形及提示证明勾股定理吗？

１．传说中毕达哥拉斯学派的证法 （图１）

提示：（１）中拼成的正方形与 （２）中拼成的正方形面

积相等．

b a

a

b

b a

a

b

ba

a

b

b a

a

b

c

cc

c

（１）　　　　　　　　 （２）

图１

２．弦图的另一种证法 （图２）

提示：以斜边为边长的正方形的面积＋４个三角形的面

积＝外正方形的面积．

０７
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C

B

A
b

a
c

图２

C

B

A

b

a

c

ca

b

D E

图３

３．美国第２０任总统詹姆斯·加菲尔德的证法 （图３）

提示：３个三角形的面积之和＝梯形的面积．

１７
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２１．２ 勾股定理的逆定理

据说，古埃及人用图２１．２１的方法画直角：把一根长

绳打上等距离的１３个结，然后以３个结间距、４个结间距、

５个结间距的长度为边长，用木桩钉成一个三角形，其中一

个角就是直角．

　　相传，我国

古代大禹治水测量

工程时，也用类似

方法确定直角．

(1)

(2)

(3)

(4)
(5) (6) (7) (8)

(9)
(10)

(11)
(12)

(13)

　　　图２１．２１

这个问题意味着，如果三角形的三边长分别为３，４，

５，它们满足关系 “３２＋４２＝５２”，那么三角形是直角三角形．

画画看，如果三角形的三边长分别为２．５ｃｍ，６ｃｍ，

６．５ｃｍ，它们满足关系 “２．５２＋６２＝６．５２”，画出的三角形

是直角三角形吗？换成三边分别为４ｃｍ，７．５ｃｍ，８．５ｃｍ，

再试一试．

由上面的几个例子，可以猜想：

命题２　如果三角形的三边长犪，犫，犮满足犪２＋犫２＝

犮２，那么这个三角形是直角三角形．

２７
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命题１、命题

２的题设、结论分

别是什么？

以上命题２和上节的命题１的

题设、结论正好相反．一般地，像

这样的两个命题叫做互逆命题．如

果把其中一个叫做原命题，那么另

一个叫做它的逆命题．例如，如果把命题１当成原命题，那

么命题２是命题１的逆命题．上节已证明命题１正确，能证

明命题２正确吗？

在图２１．２２ （１）中，已知△犃犅犆 的三边长分别为犪，

犫，犮，且满足犪２＋犫２＝犮２，要证△犃犅犆是直角三角形．可以

先画一个两条直角边长分别为犪，犫的直角三角形，如果

△犃犅犆与这个直角三角形全等，那么△犃犅犆 就是一个直角

三角形．

如图２１．２２ （２），画一个Ｒｔ△犃′犅′犆′，使犅′犆′＝犪，

犃′犆′＝犫，∠犆′＝９０°．根据勾股定理，犃′犅′２＝犅′犆′２＋

犃′犆′２＝犪２＋犫２．因为犪２＋犫２＝犮２，所以 犃′犅′＝犮．在

△犃犅犆 和△犃′犅′犆′中，犅犆＝犪＝犅′犆′，犃犆＝犫＝犃′犆′，

犃犅＝犮＝犃′犅′，所以△犃犅犆≌△犃′犅′犆′．因此∠犆＝∠犆′＝

９０°，即△犃犅犆是直角三角形．

CB

A

c

a

b

B� C�

A�

a

b

　 （１）　　　　　 （２）

图２１．２２

３７
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　　一般地，如

果一个定理的逆

命题经过证明是

正确的，那么它

也 是 一 个 定 理，

称这两个定理互

为逆定理．

这样就证明了勾股定理的逆命题

是正确的，它也是一个定理．我们把

这个定理叫做勾股定理的逆定理．它

是判定直角三角形的一个依据．

一般地，原命题成立时，它的

逆命题可能成立，也可能不成立．如

本章中的命题１成立，它的逆命题

命题２也成立；命题 “对顶角相等”

成立，而它的逆命题 “如果两个角

相等，那么这两个角是对顶角”却不成立．

例１　判断由线段犪，犫，犮组成的三角形是不是直角三

角形：

（１）犪＝１５，犫＝８，犮＝１７；

（２）犪＝１３，犫＝１４，犮＝１５．

分析：根据勾股定理及其逆定理，判断一个三角形是不

是直角三角形，只要看两条较小边长的平方和是否等于最大

边长的平方．

　　像１５，８，１７

这样，能够成为

直角三角形三条

边长的三个正整

数，称为勾股数．

解： （１）因为１５２＋８２＝２２５＋

６４＝２８９，１７２＝２８９，

所以１５２＋８２＝１７２．

因此这个三角形是直角三角形．

（２）因为１３２＋１４２＝１６９＋１９６

＝３６５，１５２＝２２５，

所以１３２＋１４２≠１５２．

４７



!"#$%&'()*

因此这个三角形不是直角三角形．

��������

１．如果三条线段长犪，犫，犮满足犪２＝犮２－犫２，这三条

线段组成的三角形是不是直角三角形？为什么？

２．判断由线段犪，犫，犮组成的三角形是不是直角三角形：

（１）犪＝７，犫＝２４，犮＝２５；

（２）犪 槡＝４１，犫＝４，犮＝５；

（３）犪＝
５

４
，犫＝１，犮＝

３

４
；

（４）犪＝４０，犫＝５０，犮＝６０．

３．说出下列命题的逆命题．这些逆命题成立吗？

（１）两条直线平行，内错角相等；

（２）如果两个实数相等，那么它们的绝对值相等；

（３）全等三角形的对应角相等；

（４）在角的内部，到角的两边距离相等的点在角的

平分线上．

４．在△犃犅犆 中，犃犅＝１３，犅犆＝１０，犅犆 边上的中线

犃犇＝１２．求犃犆．

５．３，４，５是一组勾股数，３犽，４犽，５犽 （犽是正整数）

也是一组勾股数吗？一般地，如果犪，犫，犮是一组

勾股数，那么犪犽，犫犽，犮犽 （犽是正整数）也是一组

勾股数吗？

５７
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例２　如图２１．２３，在△犃犅犆 中，犃犅＝５，犃犆＝１２，

犅犆＝１３，求犅犆边上的高犃犇．

A

B

C

D

图２１．２３

分析：不难看出△犃犅犆 的三边长是勾股数，可以先判

定△犃犅犆的现状，再利用三角形面积公式求高．

解：因为５２＋１２２＝１３２，即犃犅２＋犃犆２＝犅犆２，所以

△犃犅犆是直角三角形，且∠犃＝９０°．

如图２１．２３，过点犃 作犃犇⊥犅犆，垂足为犇．由三角

形面积公式，得

１

２
犃犅·犃犆 ＝

１

２
犅犆·犃犇，

即
１

２
×５×１２＝

１

２
×１３·犃犇．可得犃犇 ＝

６０

１３
．

例３　如图２１．２４，某港口犘 位于东西方向的海岸线

上．“远航”号、“海天”号轮船同时离开港口，各自沿一固

P

R

N

E

2 1

图２１．２４

定方向航行， “远航”号每时航行

１６ｎｍｉｌｅ， “海天”号每时航行

１２ｎｍｉｌｅ．它们离开港口一个半小

时后分别位于点犙，犚 处，且相距

３０ｎｍｉｌｅ．如果知道 “远航”号沿

东北方向航行，能知道 “海天”号

沿哪个方向航行吗？

６７
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分析：在图２１．２４中可以看到，由于 “远航”号的航

向已知，如果求出两艘轮船的航向所成的角，就能知道 “海

天”号的航向了．

解：根据题意，

犘犙＝１６×１．５＝２４，

犘犚＝１２×１．５＝１８，

犙犚＝３０．

因为２４２＋１８２＝３０２，即 犘犙２＋犘犚２＝犙犚２，所以

∠犙犘犚＝９０°．

由 “远航”号沿东北方向航行可知，∠１＝４５°．因此

∠２＝４５°，即 “海天”号沿西北方向航行．

��������

A

C

B

5
km

12 km

13 km

（第１题）

１．Ａ，Ｂ，Ｃ三地的两两距离如图所示，Ａ地在Ｂ地的

正东方向，Ｃ地在Ｂ地的什么方向？

２．小明向东走８０ｍ后，沿另一方向又走了６０ｍ，再

沿第三个方向走１００ｍ回到原地．小明向东走８０ｍ

后是向哪个方向走的？

７７
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B

A

C

D

（第３题）

A D

B CE

F

（第４题）

３．如图，在四边形犃犅犆犇 中，犃犅＝３，犅犆＝４，犆犇＝

１２，犃犇＝１３，∠犅＝９０°．求四边形犃犅犆犇 的面积．

４．如图，在正方形犃犅犆犇 中，犈 是犅犆 的中点，犉 是

犆犇 上一点，且犆犉＝
１

４
犆犇．求证：∠犃犈犉＝９０°．

����

图１ 　

如图１，学校需要测量旗杆

的高度．同学们发现系在旗杆顶

端的绳子垂到了地面，并多出了

一段，但这条绳子的长度未知．

请你应用勾股定理提出一个解决

这个问题的方案，并与同学交流．

８７
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小　结

一、本章知识结构图

����

����	�
������

��������

����	���

����

二、回顾与思考

１．直角三角形是特殊形状的三角形，它的三边长有什

么特殊的数量关系？

２．借助于图形的面积研究相关的数量关系，是我国古

代数学研究中经常采用的重要方法，它充分显示了我国古人

的卓越智慧．赵爽是怎样证明勾股定理的？运用了什么思想

方法？你还会用其他方法证明勾股定理吗？

３．勾股定理是数学中最重要的定理之一，此定理不仅

在解决和直角三角形相关的问题时很有用，而且在解决其他

许多数学问题时也很有用．请举例说明勾股定理的一些

应用．

４．得到一个数学结论后，经常要研究其逆命题是否成

立．原命题成立，逆命题也一定成立吗？请举例说明．

５．勾股定理及其逆定理分别是直角三角形的性质和判

定方法．已知一个三角形的三边长，怎样判断它是不是直角

三角形？你作判断的依据是什么？

９７
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１．如图，过圆锥的顶点犛和底面圆的圆心犗 的平面截

圆锥得截面△犛犃犅，其中犛犃＝犛犅，犃犅 是圆锥底

面圆犗 的直径．已知犛犃＝７ｃｍ，犃犅＝４ｃｍ，求截

面△犛犃犅 的面积．

OA B

S

（第１题）

A

B C

77
x

13
4

（第２题）

２．如图，车床齿轮箱壳要钻两个圆孔，两孔中心的距

离是１３４ｍｍ，两孔中心的水平距离是７７ｍｍ．计

b
a

d

（第３题）

算两孔中心的垂直距离 （结果保留

小数点后一位）．

３．如图，要修一个育苗棚，棚的横截

面是直角三角形，棚宽犪＝３ｍ，

高犫＝１．５ｍ，长犱＝１０ｍ．求覆

盖在顶上的塑料薄膜需多少平方米

（结果保留小数点后一位）．

０８
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４．一个三角形三边的比为 槡１∶ ３∶２，这个三角形是直

角三角形吗？

５．下列各命题都成立，写出它们的逆命题．这些逆命

题成立吗？

（１）两条直线平行，同位角相等；

（２）如果两个实数都是正数，那么它们的积是

正数；

（３）等边三角形是锐角三角形；

（４）线段垂直平分线上的点到这条线段两个端点的

距离相等．

����

６．如图，每个小正方形的边长都为１．

（１）求四边形犃犅犆犇 的面积和周长；

（２）∠犅犆犇 是直角吗？

B

A

C

D

（第６题）

3�

?�

（第７题）

７．如图，一根竹子高１丈，折断后竹子顶端落在离竹

子底端３尺处．折断处离地面的高度是多少？（注：

１８



!"#$%&'()*

这是我国古代数学著作 《九章算术》中的一个

问题．）

８．古希腊的哲学家柏拉图曾指出，如果犿 表示大于１

的整数，犪＝２犿，犫＝犿２－１，犮＝犿２＋１，那么犪，

犫，犮为勾股数．你认为对吗？如果对，你能利用这

个结论得出一些勾股数吗？


���

９．如图，圆柱的底面半径为６ｃｍ，高为１０ｃｍ，蚂蚁

在圆柱侧面爬行，从点犃 爬到点犅 的最短路程是

多少厘米 （结果保留小数点后一位）？

A

B

O�

O

（第９题）

１０．设直角三角形的两条直角边长及斜边上的高分别

为犪，犫及犺，求证：
１

犪２
＋
１

犫２
＝
１

犺２
．

２８



第二十二章　平行四边形

与三角形一样，平行四边形也是一种基本的

几何图形．宏伟的建筑物、开关自如的栅栏门、

别具一格的窗棂、很多球类的比赛场地……现实

世界中很多物体都有平行四边形的形象．为什么

平行四边形形状的物体到处可见呢？这与平行四

边形的性质有关．
前面我们学习了许多图形与几何的知识，掌

握了一些探索和证明图形几何性质的方法．本章

我们将进一步学习平行四边形、矩形、菱形、正

方形的概念，并在理解它们之间关系的基础上，

利用已有的几何知识和方法，探索并证明它们的

性质定理和判定定理；进一步体会研究图形几何

性质的思路和方法，即通过观察、类比、特殊化

等途径和方法发现图形的几何性质，再通过逻辑

推理证明它们．



!"#"%&+,-./

２２．１ 平行四边形

平行四边形是常见的图形．小区的伸缩门、庭院的竹篱

笆、斜向停车位等 （图２２．１１），都有平行四边形的形象．你

还能举出一些例子吗？

图２２．１１

B

A

C

D

图２２．１２

我们知道，两组对边分别平行的四边形

叫做平行四边形 （ｐａｒａｌｌｅｌｏｇｒａｍ）．平行四

边形用 “”表示，如图２２．１２，平行四边

形犃犅犆犇 记作 “犃犅犆犇”．

２２１１　平行四边形的性质

由平行四边形的定义，我们知道平行四边形的两组对边

分别平行．除此之外，平行四边形还有什么性质呢？

��

根据定义画一个平行四边形，观察它，除了 “两组

对边分别平行”外，它的边之间还有什么关系？它的角

之间有什么关系？度量一下，和你的猜想一致吗？

４８
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通过观察和度量，我们猜想：平行四边形的对边相等；

平行四边形的对角相等．下面我们来证明这个猜想．

上述猜想涉及线段相等、角相等．我们知道，利用三角

形全等得出全等三角形的对应边、对应角都相等，是证明线

段相等、角相等的一种重要的方法．为此，我们通过添加辅

助线，构造两个三角形，通过三角形全等进行证明．

证明：如图２２．１３，连接犃犆．

B

A

C

D
1

2
3

4

图２２．１３

∵犃犇∥犅犆，犃犅∥犇犆，

∴ ∠１＝∠２，∠３＝∠４．

不 添 加 辅 助

线，你能否直接运

用平行四边形的定

义，证 明 其 对 角

相等？

又犃犆 是△犃犅犆 和△犆犇犃 的

公共边，

∴ △犃犅犆≌△犆犇犃．

∴犃犅＝犇犆，犅犆＝犃犇，

　 ∠犅＝∠犇．

请同学们自己证明∠犅犃犇＝∠犇犆犅．

这样我们证明了平行四边形具有以下性质：

平行四边形的对边相等；

平行四边形的对角相等．

５８
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例１　如图２２．１４，在犃犅犆犇 中，犇犈⊥犃犅，犅犉⊥

犆犇，垂足分别为犈，犉．求证犃犈＝犆犉．

证明：∵ 四边形犃犅犆犇 是平行四边形，

BA

CD

E

F

图２２．１４

∴ ∠犃＝∠犆，犃犇＝犆犅．

又 ∠犃犈犇＝∠犆犉犅＝９０°，

∴ △犃犇犈≌△犆犅犉．

∴犃犈＝犆犉．

��������

１．在犃犅犆犇 中，

（１）已知犃犅＝５，犅犆＝３，求它的周长；

（２）已知∠犃＝３８°，求其余各内角的度数．

２．如图，剪两张对边平行的纸条，随意交叉叠放在一

起，重合的部分构成一个四边形．转动其中一张纸

条，线段犃犇 和犅犆的长度有什么关系？为什么？

B
A

CD

（第２题）

2

1

（第３题）

３．如图，在一束平行光线中插入一张对边平行的纸板．

如果光线与纸板右下方所成的 ∠１是７２°，那么光线

与纸板左上方所成的∠２是多少度？为什么？

６８
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x

B

O

y
C(b c)!

A(a 0)!

（第５题）

４．如果四边形犃犅犆犇 是平行四边形，犃犅＝６，且犃犅

的长是 犃犅犆犇 周长的
３

１６
，

那么犅犆的长是多少？

５． 如 图，犗犃犅犆 的 顶 点 犗，

犃，犆的坐标分别是 （０，０），

（犪，０），（犫，犮）．求顶点犅 的

坐标．

上面我们研究了平行四边形的边、角这两个基本要素的

性质，下面我们研究平行四边形对角线的性质．

��

O

BA

CD

图２２．１５

如图２２．１５，在犃犅犆犇 中，

连接犃犆，犅犇，并设它们相交于点

犗，犗犃 与犗犆，犗犅 与犗犇 有什么

关系？你能证明发现的结论吗？

B

A

C

D

O

1

2

3

4

图２２．１６

我们猜想，在犃犅犆犇 中，犗犃＝

犗犆，犗犅＝犗犇．

与证明平行四边形的对边相等、

对角相等的方法类似，我们也可以通

过三角形全等证明这个猜想．请你结

７８
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合图２２．１６完成证明．

由此我们又得到平行四边形的一个性质：

平行四边形的对角线互相平分．

A

O

D

B C

图２２．１７

例２　如图２２．１７，在犃犅犆犇

中，犃犅＝１０，犃犇＝８，犃犆⊥犅犆，

垂足为犆．求犅犆，犆犇，犃犆，犗犃

的长，以及犃犅犆犇 的面积．

解：∵ 四边形犃犅犆犇 是平行

四边形，

∴犅犆＝犃犇＝８，犆犇＝犃犅＝１０．

∵犃犆⊥犅犆，

∴ △犃犅犆是直角三角形．

根据勾股定理，得

　犃犆＝ 犃犅２－犅犆槡 ２＝ １０２－８槡 ２＝６．

又犗犃＝犗犆，

∴犗犃＝
１

２
犃犆＝３，

　 犛犃犅犆犇＝犅犆·犃犆＝８×６＝４８．

��������

O
B

A

C

D

（第１题）

１．如图，在犃犅犆犇 中，犅犆＝１０，

犃犆＝８，犅犇＝１４．△犃犗犇 的周长

是多少？△犃犅犆 与△犇犅犆 的周

长哪个长？长多少？

８８
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A

O

D

B C

E

F

（第３题）

２．犃犅犆犇 的对角线犃犆，犅犇 相交于点犗．

（１）如果犃犆＋犅犇＝３６，犃犅＝１１，求△犗犆犇 的

周长；

（２）如果犃犅犆犇 的周长为１２０，△犃犗犅 的周长比

△犅犗犆的周长小１０，求犃犅，犅犆的长．

３． 如图，犃犅犆犇 的对角线犃犆，犅犇 相交于点犗，

犈犉 过点犗 且与犃犅，犆犇 分别相交于点犈，犉．求证

犗犈＝犗犉．

２２１２　平行四边形的判定

	�

通过前面的学习，我们知道，平行四边形的对边相

等、对角相等、对角线互相平分．反过来，对边相等，

或对角相等，或对角线互相平分的四边形是平行四边形

吗？也就是说，平行四边形的性质定理的逆命题成

立吗？

９８
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你 能 根 据 平

行四边形的定义

证明它们吗？

可以证明，这些逆命题都成立．

这样我们得到平行四边形的判定

定理：

两组对边分别相等的四边形是

平行四边形；

两组对角分别相等的四边形是平行四边形；

对角线互相平分的四边形是平行四边形．

下面我们以 “对角线互相平分的四边形是平行四边形”

为例，通过三角形全等进行证明．

A
O

D

B

C

图２２．１８

如图２２．１８，在四边形犃犅犆犇

中，犃犆，犅犇 相交于点犗，且犗犃＝

犗犆，犗犅 ＝ 犗犇．求 证： 四 边 形

犃犅犆犇 是平行四边形．

证明：∵犗犃＝犗犆，犗犇 ＝犗犅，

∠犃犗犇＝∠犆犗犅，

∴ △犃犗犇≌△犆犗犅．

∴ ∠犗犃犇＝∠犗犆犅．

∴犃犇∥犅犆．

同理犃犅∥犇犆．

∴ 四边形犃犅犆犇 是平行四边形．

由上我们知道，平行四边形的判定定理与相应的性质定

理互为逆定理．也就是说，当定理的条件与结论互换以后，

所得命题仍然成立．

０９
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A

O

D

B C
F

E

图２２．１９

例３　如图２２．１９，犃犅犆犇

的对角线犃犆，犅犇 相交于点犗，犈，

犉 是犃犆上的两点，且犃犈＝犆犉．求

证：四边形犅犉犇犈 是平行四边形．

证明：∵ 四边形犃犅犆犇 是平行

四边形，

你 还 有 其 他

证明方法吗？

∴犃犗＝犆犗，犅犗＝犇犗．

∵犃犈＝犆犉，

∴ 犃犗－犃犈＝犆犗－犆犉，即

犈犗＝犉犗．

又犅犗＝犇犗，

∴ 四边形犅犉犇犈 是平行四边形．

��������

１．如图，犃犅＝犇犆＝犈犉，犃犇＝犅犆，犇犈＝犆犉．图中

有哪些互相平行的线段？

E

F

A D

B C

（第１题）

A
O

D

B

C

E
F

（第２题）

２．如图，犃犅犆犇 的对角线犃犆，犅犇 相交于点犗，

犈，犉 分别是犗犃，犗犆的中点．求证犅犈＝犇犉．

１９
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３．如图，四边形犃犅犆犇 是平行四边形，∠犃犅犆＝７０°，

犅犈 平分∠犃犅犆且交犃犇 于点犈，犇犉∥犅犈 且交犅犆

于点犉．求∠１的大小．

1

E

B CF

（第３题） （第４题）

４．如图，由六个全等的正三角形拼成的图中，有多少

个平行四边形？为什么？

	�

我们知道，两组对边分别平行或相等的四边形是平

行四边形．如果只考虑四边形的一组对边，它们满足什

么条件时这个四边形是平行四边形？

我们知道，如果一个四边形是平行四边形，那么它的任

意一组对边平行且相等．反过来，一组对边平行且相等的四

边形是平行四边形吗？

我们猜想这个结论正确，下面进行证明．

２９
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A

1

D

B C

2

图２２．１１０

如图 ２２．１１０，在四边形 犃犅犆犇

中，犃犅∥犆犇，犃犅＝犆犇．

求证：四边形 犃犅犆犇 是平行四

边形．

现 在 你 有 多

少种判定一个四

边形是平行四边

形的方法？

证明：连接犃犆．

∵犃犅∥犆犇，

∴ ∠１＝∠２．

又犃犅＝犆犇，犃犆＝犆犃，

∴ △犃犅犆≌△犆犇犃．

∴　犅犆＝犇犃．

∴ 四边形犃犅犆犇 的两组对边分别相等，它是平行四

边形．

于是我们又得到平行四边形的一个判定定理：

一组对边平行且相等的四边形是平行四边形．

CD

BA E

F

图２２．１１１

例４　如图２２．１１１，在犃犅犆犇

中，犈，犉 分别是犃犅，犆犇 的中点．求

证：四边形犈犅犉犇 是平行四边形．

证明：∵ 四边形犃犅犆犇 是平行四

边形，

∴犃犅＝犆犇，犈犅∥犉犇．

又犈犅＝
１

２
犃犅，犉犇＝

１

２
犆犇，

∴犈犅＝犉犇．

∴ 四边形犈犅犉犇 是平行四边形．

３９
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１．如图，在犃犅犆犇 中，点犈，犉分别在犅犆，犃犇 上，

且犃犉＝犆犈．求证：四边形犃犈犆犉是平行四边形．

A D

B CE

F

（第１题） （第２题）

２．如图，为了保证铁路的两条直铺的铁轨互相平行，

只要使互相平行的夹在铁轨之间的枕木长相等就可

以了．你能说出其中的道理吗？

３．如图，直线犾１∥犾２，在犾１，犾２上分别截取犃犇，犅犆，

使犃犇＝犅犆，连接犃犅，犆犇．犃犅 和犆犇 有什么关

系？为什么？

B

A

C

Dl1

l2

（第３题）

CD

BA

E

F

（第４题）

４．如图，在犃犅犆犇 中，犅犇 是它的一条对角线，过

犃，犆两点分别作犃犈⊥犅犇，犆犉⊥犅犇，犈，犉 为

垂足．求证：四边形犃犉犆犈 是平行四边形．

４９
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２２１３　三角形的中位线

前面我们研究平行四边形时，常常把它分成几个三角

形，利用三角形全等的性质研究平行四边形的有关问题．下

面我们利用平行四边形研究三角形的有关问题．

如图２２．１１２，在△犃犅犆 中，犇，犈 分别是犃犅，犃犆 的

中点，连接犇犈．像犇犈 这样，连接三角形两边中点的线段

叫做三角形的中位线．

一 个 三 角 形

有 几 条 中 位 线？

三角形的中位线

和中线一样吗？

A

D

B C

E

　　　　　图２２．１１２

��

观察图２２．１１２，你能发现△犃犅犆 的中位线犇犈 与

边犅犆的位置关系吗？度量一下，犇犈 与犅犆 之间有什

么数量关系？

我们猜想，犇犈∥犅犆，犇犈＝
１

２
犅犆．下面我们对它进行

证明．

如图２２．１１２，犇，犈 分别是△犃犅犆 的边犃犅，犃犆 的

中点．求证：犇犈∥犅犆，且犇犈＝
１

２
犅犆．

５９
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分析：本题既要证明两条线段所在的直线平行，又要证

明其中一条线段的长等于另一条线段长的一半．将犇犈 延长

一倍后，可以将证明犇犈＝
１

２
犅犆转化为证明延长后的线段与

犅犆相等．又由于犈 是犃犆 的中点，根据对角线互相平分的

四边形是平行四边形构造一个平行四边形，利用平行四边形

的性质进行证明．

A

D

B C

E F

图２２．１１３

证明：在图２２．１１２中，延长犇犈

到点犉，使犈犉＝犇犈，连接犇犆，犃犉，

犉犆，得到图２２．１１３．

∵犃犈＝犈犆，犇犈＝犈犉，

∴ 四边形犃犇犆犉 是平行四边形，

　犆犉瓚犇犃．

∴犆犉瓚犅犇．

　　 “瓚”表示

平行且相等．

∴ 四 边 形 犇犅犆犉 是 平 行 四

边形，

　犇犉瓚犅犆．

又犇犈＝
１

２
犇犉，

∴犇犈∥犅犆，且犇犈＝
１

２
犅犆．

通过上述证明，我们得到三角形

的中位线定理：

三角形的中位线平行于三角形的第三边，并且等于第三

边的一半．

６９
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A D

B C

F

E

G

H

O

（第３题）

１．如图，在△犃犅犆中，犇，犈，犉 分别是犃犅，犅犆，犆犃

的中点．以这些点为顶点，在图中，你能画出多少个

平行四边形？为什么？

A

D

B CE

F

（第１题）

A

BC

（第２题）

２．如图，犃，犅 两点被池塘隔开，在犃犅 外选一点犆，

连接犃犆和犅犆．怎样测出犃，犅 两点间的距离？根

据是什么？

３．如图，犃犅犆犇 的对角线犃犆，犅犇 相交于点犗，且

犈，犉，犌，犎 分别是犃犗，犅犗，犆犗，犇犗 的中点．

求证：四边形犈犉犌犎 是平行四边形．

２２１４　两条平行线之间的距离

距离是几何中的重要度量之一．前面我们已经学习了点

７９
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与点之间的距离、点到直线的距离．在此基础上，我们结合

平行四边形的概念和性质，介绍两条平行线之间的距离．

如图２２．１１４，犪∥犫，犮∥犱，犮，犱 与犪，犫分别相交于

犃，犅，犆，犇 四点．由平行四边形的概念和性质可知，四边

形犃犅犇犆是平行四边形，犃犅＝犆犇．也就是说，两条平行线

之间的任何两条平行线段都相等．

B

A C

D

c d

a

b

图２２．１１４

B

A a

b

图２２．１１５

两 条 平 行 线

之间的距离和点

与点之间的距离、

点到直线的距离

有何联系与区别？

从上面的结论可以知道，如果

两条直线平行，那么一条直线上所

有的点到另一条直线的距离都相等．

两条平行线中，一条直线上任意一

点到另一条直线的距离，叫做两条

平行线之间的距离．如图２２．１１５，

犪∥犫，犃 是直线犪上的任意一点，

犃犅⊥犫，犅 是垂足，线段犃犅 的长

就是犪，犫之间的距离．

A B

CD

图２２．１１６

例 ５　 如 图 ２２．１１６，在 梯 形

犃犅犆犇 中，犃犅∥犇犆，犃犇＝犅犆，求

证∠犃＝∠犅．

分析：由于犃犅∥犇犆，我们考虑

８９
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运用平行线之间的距离相等的结论，通过三角形全等进行

证明．

证明：在图２２．１１６中，过点犆，犇 分别作犆犈⊥犃犅，

犇犉⊥犃犅，垂足分别为犈，犉，得到图２２．１１７．则△犆犈犅，

△犇犉犃 是直角三角形，犆犈，犇犉 的长表示平行线犃犅，犇犆

之间的距离．由于平行线之间的距离相等，所以犆犈＝犇犉．

CD

F E

图２２．１１７

∵犃犇＝犅犆，犇犉＝犆犈，

∴Ｒｔ△犇犉犃≌Ｒｔ△犆犈犅．

∴ ∠犃＝∠犅．

��������

１．如图，在犃犅犆犇 中，犈，犉 分别是边犃犅，犆犇 上

的点，且犃犉∥犈犆．求证：犃犉＝犈犆．

A

B

E F

C

D

（第１题）

B

A

C

Dl1

l2

（第２题）

２．如图，直线犾１∥犾２，△犃犅犆 与△犇犅犆 的面积相等

吗？为什么？你还能画出一些与△犃犅犆 面积相等的

三角形吗？

９９
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２２．２ 矩形

图２２．２１

上节我们研究了平行四边形，下面我

们通过平行四边形角、边的特殊化，研究

特殊的平行四边形．

我们先从角开始，如图２２．２１，当平

行四边形的一个角为直角时，这时的平行四边形是一个特殊

的平行四边形．有一个角是直角的平行四边形叫做矩形

（ｒｅｃｔａｎｇｌｅ），也就是长方形．

矩形也是常见的图形．门窗框、教科书封面、网球比赛

场地 （图２２．２２）等都有矩形的形象．你还能举出一些例

子吗？

图２２．２２

００１
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	�

因为矩形是平行四边形，所以它具有平行四边形的

所有性质．又由于它有一个角为直角，它是否具有一般

平行四边形不具有的一些特殊性质呢？

对于矩形，我们仍然从它的边、角和对角线等方面进行

研究．可以发现并证明 （请你自己完成证明），矩形还有以下

性质：

矩形的四个角都是直角；

矩形的对角线相等．

上节我们运用平行四边形的判定和性质研究了三角形的

中位线，下面我们用矩形的性质研究直角三角形的一个

性质．

	�

A D

B C

O

图２２．２３

如图２２．２３，矩形犃犅犆犇 的

对角线犃犆，犅犇 相交于点犗．观

察 Ｒｔ△犃犅犆，在 Ｒｔ△犃犅犆 中，

犅犗是斜边犃犆上的中线，犅犗与

犃犆有什么关系？

根据矩形的性质，我们知道，犅犗＝
１

２
犅犇＝

１

２
犃犆．由此，

１０１
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我们得到直角三角形的一个性质：

直角三角形斜边上的中线等于斜边的一半．

A D

B C

O

图２２．２４

例１　如图２２．２４，矩形犃犅犆犇 的

对角线犃犆，犅犇 相交于点犗，∠犃犗犅

＝６０°，犃犅＝４．求矩形对角线的长．

解：∵ 四边形犃犅犆犇 是矩形，

∴犃犆与犅犇 相等且互相平分．

∴犗犃＝犗犅．

又 ∠犃犗犅＝６０°，

∴ △犗犃犅 是等边三角形．

∴犗犃＝犃犅＝４．

∴犃犆＝犅犇＝２犗犃＝８．

��������

y

BO

D C

x

　 （第３题）

１．矩形是轴对称图形吗？如果是，它有几条对称轴？

２．一个矩形的一条对角线长为８，两条对角线的一个交

角为１２０°．求这个矩形的边长．

３．如图，四边形犗犅犆犇 是矩形，顶点

犗，犅，犇 的坐标分别是 （０，０），

（犫，０），（０，犱）．求点犆的坐标．

２０１
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A

D
B

C

E

（第５题）

４． 在 Ｒｔ△犃犅犆 中，∠犆＝９０°，犃犅＝２犃犆．求∠犃，

∠犅 的度数 （提示：设犃犅 中点为犇，连接犆犇）．

５．如图，在犚狋△犃犅犆 中，∠犃犆犅＝９０°，犆犇⊥犃犅 于

点犇，∠犃犆犇＝３∠犅犆犇，犈 是斜边犃犅 的中点．

∠犈犆犇 是多少度？为什么？

上面我们研究了矩形的性质，下面我们研究如何判定一

个平行四边形或四边形是矩形．

由矩形的定义可知，有一个角是直角的平行四边形是矩

形．除此之外，还有没有其他判定方法呢？

与研究平行四边形的判定方法类似，我们研究矩形的性

质定理的逆命题，看看它们是否成立．

	�

我们知道，矩形的对角线相等．反过来，对角线相

等的平行四边形是矩形吗？

可以发现并证明矩形的一个判定定理：

对角线相等的平行四边形是矩形．

３０１
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下面我们给出证明过程．

A

D

B

C

O

图２２．２５

如图２２．２５，在犃犅犆犇 中，犃犆＝

犅犇，求证：犃犅犆犇 是矩形．

证明：∵ 四边形 犃犅犆犇 是平行四

边形，

∴犅犆＝犃犇．

又犃犆＝犅犇，犃犅＝犅犃，

∴ △犃犅犆≌△犅犃犇．

∴ ∠犃犅犆＝∠犅犃犇．

又 ∠犃犅犆＋∠犅犃犇＝１８０°，

∴ ∠犃犅犆＝９０°．

∴ 犃犅犆犇 是矩形．

工人师傅在做门窗或矩形零件时，不

仅要测量两组对边的长度是否分别相等，

常常还要测量它们的两条对角线是否相

等，以确保图形是矩形．你知道其中的道

理吗？

	�

前面我们研究了矩形的四个角，知道它们都是直

角．它的逆命题成立吗？即四个角都是直角的四边形是

矩形吗？进一步，至少有几个角是直角的四边形是

矩形？
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可以发现并证明矩形的另一个判定定理：

有三个角是直角的四边形是矩形．

A

D

B

C

O

图２２．２６

例２　如图２２．２６，在犃犅犆犇 中，

对角线犃犆，犅犇 相交于点犗，且犗犃＝

犗犇，∠犗犃犇＝５０°．求∠犗犃犅 的度数．

解：∵ 四边形犃犅犆犇 是平行四边形，

∴犗犃＝犗犆＝
１

２
犃犆，犗犅＝犗犇＝

１

２
犅犇．

又犗犃＝犗犇，

∴犃犆＝犅犇．

∴ 犃犅犆犇 是矩形．

∴ ∠犇犃犅＝９０°．

又 ∠犗犃犇＝５０°，

∴ ∠犗犃犅＝４０°．

��������

１．如图，犃犅犆犇 的对角线犃犆，犅犇 相交于点犗，

△犗犃犅 是等边三角形，且犃犅＝４．求犃犅犆犇 的

面积．

A D

B C
O

（第１题）

A D

B C

O

（第２题）
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２．如图，犃犅犆犇 的对角线犃犆，犅犇 相交于点犗，且

∠１＝∠２．犃犅犆犇 是矩形吗？为什么？

３．如图，一个木匠要制作矩形的踏板．他只要在一个对

边平行的长木板上分别沿与长边垂直的方向锯两次，

就能得到矩形踏板．为什么？

� �

（第３题）

A

B CD

h

（第５题）

４．求证：四个角都相等的四边形是矩形．

５．如图，将等腰三角形纸片犃犅犆沿底边犅犆上的高犃犇

剪成两个三角形．你能用这两个三角形拼成多少种平

行四边形？试一试，分别求出它们的对角线的长．
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２２．３ 菱形

图２２．３１

我们观察平行四边形的一组邻

边，如图２２．３１，当这组邻边相等

时，这时的平行四边形也是一个特殊

的平行四边形．有一组邻边相等的平

行四边形叫做菱形 （ｒｈｏｍｂｕｓ）．

菱形也是常见的图形．一些门窗的窗格、美丽的中国

结、伸缩的衣帽架 （图２２．３２）等都有菱形的形象．你还能

举出一些例子吗？

图２２．３２

	�

因为菱形是平行四边形，所以它具有平行四边形的

所有性质．由于它的一组邻边相等，它是否具有一般平

行四边形不具有的一些特殊性质呢？

７０１
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对于菱形，我们仍然从它的边、角和对角线等方面进行

研究．可以发现并证明，菱形还有以下性质：

菱形的四条边都相等；

菱形的两条对角线互相垂直，并且每一条对角线平分一

组对角．

下面我们给出 “菱形的两条对角线互相垂直，并且每一

条对角线平分一组对角”的证明．

A

D

B

C
O

图２２．３３

如图２２．３３，四边形犃犅犆犇 是菱

形，对角线犃犆，犅犇 相交于点犗，求

证：犃犆⊥犅犇 ；犃犆 平分∠犅犃犇 与

∠犅犆犇，犅犇 平分∠犃犅犆与∠犃犇犆．

证明：∵ 四边形犃犅犆犇 是菱形，

∴犃犅＝犃犇，犅犗＝犇犗．

在等腰三角形犃犅犇 中，

∵犅犗＝犇犗，

∴犃犆⊥犅犇，犃犆平分∠犅犃犇．

同理可证，犃犆平分∠犅犆犇，犅犇 平分∠犃犅犆与∠犃犇犆．

如图２２．３４，比较菱形的对角线和平行四边形的对角

线，我们发现，菱形的对角线把菱形分成四个全等的直角三

角形，而平行四边形通常只被分成两对全等的三角形．
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O

A

DB

C

FM

G

N E

图２２．３４

由菱形两条对

角线的长，你能求

出它的面积吗？
菱形是轴对称图形，它的对角

线所在的直线就是它的对称轴．

例１　如图２２．３５，菱形花坛犃犅犆犇 的边长为２０ｍ，

∠犃犅犆＝６０°，沿着菱形的对角线修建了两条小路犃犆 和

犅犇．求两条小路的长 （结果保留小数点后两位）和花坛的

面积 （结果保留小数点后一位）．

A

DB

C

O

图２２．３５

解：∵ 花坛犃犅犆犇 的形状

是菱形，

∴ 犃犆 ⊥犅犇，∠犃犅犗 ＝

１

２
∠犃犅犆＝

１

２
×６０°＝３０°．

在Ｒｔ△犗犃犅 中，

犃犗＝
１

２
犃犅＝

１

２
×２０＝１０，

犅犗＝ 犃犅２－犃犗槡 ２＝ ２０２－１０槡 ２＝１０槡３．

∴ 花坛的两条小路长

犃犆＝２犃犗＝２０ （ｍ），
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犅犇＝２犅犗 槡＝２０３≈３４．６４ （ｍ）．

花坛的面积

犛菱形犃犅犆犇＝４·犛△犗犃犅＝
１

２
犃犆·犅犇 槡＝２００３≈３４６．４（ｍ２）．

��������

１．四边形犃犅犆犇 是菱形，对角线犃犆，犅犇 相交于点

犗，且犃犅＝５，犃犗＝４．求犃犆和犅犇 的长．

２．已知菱形的两条对角线的长分别是６和８，求菱形的

周长和面积．

３．如图，四边形犃犅犆犇 是菱形，犆，犇 两点的坐标分

别是 （犮，０），（０，犱），点犃，犅 在坐标轴上．求犃，

犅 两点的坐标．

D

B

CO x

y

A

（第３题）

A

D

B

C
O

（第４题）

４．如图，四边形犃犅犆犇 是菱形，∠犃犆犇＝３０°，犅犇＝

６．求：

（１）∠犅犃犇，∠犃犅犆的度数；

（２）犃犅，犃犆的长．
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A

D

B

CO
H

　 （第５题）

５．如图，四边形犃犅犆犇 是菱形，犃犆

＝８，犇犅＝６，犇犎⊥犃犅，垂足为

犎．求犇犎 的长．

上面我们研究了菱形的性质，下面我们研究如何判定一

个平行四边形或四边形是菱形．

由菱形的定义可知，有一组邻边相等的平行四边形是菱

形．除此之外，还有没有其他判定方法呢？

与研究平行四边形、矩形的判定方法类似，我们研究菱

形的性质定理的逆命题，看看它们是否成立．

	�

我们知道，菱形的对角线互相垂直．反过来，对角

线互相垂直的平行四边形是菱形吗？

可以发现并证明菱形的一个判定定理：

对角线互相垂直的平行四边形是菱形．

O
A

D

B

C

图２２．３６

例２　如图２２．３６，犃犅犆犇 的对

角线犃犆，犅犇 相交于点犗，且犃犅＝５，

犃犗＝４，犅犗＝３．求证：犃犅犆犇 是

菱形．

１１１
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证明：∵犃犅＝５，犃犗＝４，犅犗＝３，

∴犃犅２＝犃犗２＋犅犗２．

∴ △犗犃犅 是直角三角形，

犃犆⊥犅犇．

∴ 犃犅犆犇 是菱形．

	�

我们知道，菱形的四条边相等．反过来，四条边相

等的四边形是菱形吗？

可以发现并证明菱形的另一个判定定理：

四条边相等的四边形是菱形．

���������

１．求证：

（１）对角线互相垂直的平行四边形是菱形；

（２）四条边相等的四边形是菱形．

２．一个平行四边形的一条边长是９，两条对角线的长分

别是１２和６槡５，它是菱形吗？为什么？求出它的

面积．

３．如图，两张对边平行且宽度相等的纸条交叉叠放在

一起，重合部分构成的四边形犃犅犆犇 是一个菱形

吗？为什么？
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A

DB

C
F

M

G

N

E

（第５题）

B

A

C

D

（第３题）

O

A D

B C F

E

（第４题）

４．如图，犃犈∥犅犉，犃犆 平分∠犅犃犇，且交犅犉 于点

犆，犅犇 平分∠犃犅犆，且交犃犈 于点犇，连接犆犇．

求证：四边形犃犅犆犇 是菱形．

５． 如图，四边形 犃犅犆犇 是菱

形，点 犕，犖 分别在犃犅，

犃犇 上，且犅犕＝犇犖，犕犌

∥犃犇，犖犉∥犃犅；点犉，犌

分别在犅犆，犆犇 上，犕犌 与

犖犉 相交于点犈．求证：四边

形犃犕犈犖，犈犉犆犌 都是菱形．
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２２．４ 正方形

正方 形 是 轴

对称图形 吗？它

的对称轴是什么？

正方形 （ｓｑｕａｒｅ）是我们熟悉

的几何图形，它的四条边都相等，

四个角都是直角．因此，正方形既

是矩形，又是菱形 （图２２．４１）．它

既有矩形的性质，又有菱形的性质．


�	
���

���
�	� 	 
�	

��

��

图２２．４１

	�

正方形有哪些性质？如何判定一个四边形是正方

形？把它们写出来，并和同学交流一下，然后证明其中

的一些结论．

例１　求证：正方形的两条对角线把这个正方形分成四

个全等的等腰直角三角形．

如图２２．４２，四边形犃犅犆犇 是正方形，对角线犃犆，

犅犇 相 交 于 点 犗．求 证： △犃犅犗， △犅犆犗， △犆犇犗，

△犇犃犗 是全等的等腰直角三角形．
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图 中 共 有 多

少个等腰直角三

角形？

A D

B C

O

　　　　　　　图２２．４２

证明：∵ 四边形犃犅犆犇 是正方形，

∴犃犆＝犅犇，犃犆⊥犅犇，犃犗＝犅犗＝犆犗＝犇犗．

∴ △犃犅犗，△犅犆犗，△犆犇犗，△犇犃犗 都是等腰直角

三角形，并且△犃犅犗 ≌△犅犆犗 ≌△犆犇犗 ≌△犇犃犗．

例２　如图２２．４３，在 Ｒｔ△犃犅犆 中，∠犃犆犅＝９０°，

犆犉 为△犃犅犆 的角平分线，犉犇⊥犃犆 ，垂足为犇，犉犈⊥

犅犆，垂足为犈，求证：四边形犆犇犉犈 是正方形．

你 还 有 其 他

证明方法吗？

B

ADC

E F

　　　　　　　图２２．４３

证明：∵ 在Ｒｔ△犃犅犆 中，∠犃犆犅＝９０°，犉犇⊥犃犆，

犉犈⊥犅犆，

∴ ∠犉犇犆＝∠犉犈犆＝∠犈犆犇＝９０°，

∴ 四边形犆犇犉犈 是矩形．

∵犆犉 平分 ∠犃犆犅，犉犈⊥犅犆，犉犇⊥犃犆，
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∴犉犈＝犉犇．

∴ 矩形犆犇犉犈 是正方形．

	�

正方形、菱形、矩形、平行四边形之间有什么关

系？与同学们讨论一下，并列表或用框图表示这些

关系．

���������

１． （１）如图，把一张长方形纸片按如图方式折一下，

就可以裁出正方形纸片．为什么？

（２）如何从一块长方形木板中裁出一块最大的正方

形木板呢？

（第１ （１）题）

A D

B C

E

（第２题）

２．如图，四边形犃犅犆犇 是一块正方形场地．小华和小

芳在犃犅 边上取定了一点犈，测量知犈犆＝３０ｍ，

犈犅＝１０ｍ．这块场地的面积和对角线长分别是多少？
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３．满足下列条件的四边形是不是正方形？为什么？

（１）对角线互相垂直且相等的平行四边形；

（２）对角线互相垂直的矩形；

（３）对角线相等的菱形；

（４）对角线互相垂直平分且相等的四边形．

４．如图，四边形犗犅犆犇 是正方形，犗，犇 两点的坐标

分别是 （０，０），（０，犱）．求犅，犆两点的坐标．

y

B

D C

xO

（第４题） （第５题）

５．如图，把一个长方形的纸片对折两次，然后剪下一

个角．要得到一个正方形，剪口与折痕应成多少度

的角？
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丰富多彩的正方形

我们学习了平行四边形、矩形、菱形和正方形．比较一

下，哪种图形的性质最多？答案无疑是正方形．

正方形的四个角相等、四条边相等、对角线相等且互相

垂直平分．它的对称轴比其他四边形都多．以后我们还会学

到，它还是中心对称图形．这些特点使正方形得到了人们的

喜爱和广泛应用．

例如，人们用边长为单位长度的

正方形的面积，作为度量其他图形面

积的基本单位；人们也常利用正方形

美化生活环境，比如，用正方形地砖

镶嵌地面，不仅美观大方，而且施工

简单易行．

正方形还有许多有趣的性质．例如，要用给定长度的篱

笆围成一个面积最大的四边形区域，那么应当把这个区域选

为正方形．

下面是两个有关正方形的小实验，想一想其中的道理：

１．如图１，正方形犃犅犆犇 的对角线相交于点犗，点犗

又是正方形犃１犅１犆１犗 的一个顶点，而且这两个正方形的边

长相等．无论正方形犃１犅１犆１犗 绕点犗 怎样转动，两个正方

形重叠部分的面积，总等于一个正方形面积的
１

４
．想一想，

８１１



!"#"%&+,-./

这是为什么．

A D

B CF

E O

A1

C1

B1

图１

1

2

3
4

5
2

1

3 4

5

图２

２．给你两个大小不等的正方形，你能通过切割把它们

拼接成一个大正方形吗？（参考图２）说明你的拼法的道理．
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折纸做６０°，３０°，１５°的角

M

FE
N

图１

如果我们身旁没有量角

器或三角尺，又需要作６０°，

３０°，１５°等大小的角，可以

采用下面的方法 （图１）：

１．对折矩形纸片犃犅犆犇，

使犃犇 与犅犆 重合，得到折

痕犈犉，把纸片展平．

２．再一次折叠纸片，使点犃 落在犈犉 上的

点犖 处，并使折痕经过点犅，得到折痕犅犕．

同时，得到了线段犅犖．

观察所得的∠犃犅犕，∠犕犅犖 和∠犖犅犆，

这三个角有什么关系？你能证明吗？

通过证明可知，这是从矩形得到３０°角的好

方法，简 单 而 准 确．由 此，１５°，６０°，１２０°，

１５０°等角就容易得到了．
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小　结

一、本章知识结构图

��	

�	 �	


�
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������ ������

�	

�	
������ ������


�	
����

二、回顾与思考

１．平行四边形有哪些性质？如何判定一个四边形是平

行四边形？

２．矩形、菱形、正方形除了具有平行四边形的性质外，

分别还具有哪些性质？如何判定一个平行四边形 （或四边

形）是矩形、菱形、正方形？你能总结一下研究这些性质和

判定的方法吗？

３．本章我们在三角形及全等三角形的基础上，学习了

平行四边形、矩形、菱形和正方形的性质及其判定方法．同

时利用平行四边形的性质，得到了三角形中位线定理；利用
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矩形的性质，得到了直角三角形斜边上的中线等于斜边的一

半的结论．也就是说，利用平行四边形 （矩形）的性质研究

了三角形 （直角三角形）的有关性质．结合上述研究方法，

谈谈你的体会．

４．矩形、菱形和正方形都是特殊的平行四边形，而正

方形既是特殊的菱形，又是特殊的矩形．如何先把一个图形

特殊化，再进行研究呢？通过上述图形之间一般与特殊关系

的转化，谈谈你的认识．

５．通过平行四边形、矩形、菱形和正方形性质定理和

判定定理的学习，谈谈你对性质定理和判定定理之间关系的

认识．
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１．选择题．

（１）若平行四边形中两个内角的度数比为１∶２，则

其中较小的内角是 （　　）．

（Ａ）９０°　 （Ｂ）６０°　 （Ｃ）１２０°　 （Ｄ）４５°

（２）若菱形的周长为８，高为１，则菱形两邻角的

度数比为 （　　）．

（Ａ）３∶１　（Ｂ）４∶１　（Ｃ）５∶１　 （Ｄ）６∶１

（３）如图，在正方形犃犅犆犇 的外侧，作等边三角

形犃犇犈，则∠犃犈犅 为 （　　）．

（Ａ）１０°　 （Ｂ）１５°　 （Ｃ）２０°　 （Ｄ）１２５°

AB

DC

E

（第１ （３）题）

A

B

D

C

E

F

（第２题）

２．如图，将犃犅犆犇 的对角线犅犇 向两个方向延长，

分别至点犈 和点犉，且使犅犈＝犇犉．求证：四边形

犃犈犆犉 是平行四边形．

３．矩形对角线组成的对顶角中，有一组是两个５０°的

角．对角线与各边组成的角是多少度？
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４．如图，你能用一根绳子检查一个书架的侧边是否和

上、下底都垂直吗？为什么？

� � � � �

　 （第４题）

A

B

D

C

E
O

（第５题）

５．如图，矩形犃犅犆犇 的对角线犃犆，犅犇 相交于点犗，

且犇犈∥犃犆，犆犈∥犅犇．求证：四边形犗犆犈犇 是

菱形．

６．如图，犈，犉，犌，犎 分别是正方形犃犅犆犇 各边的

中点．四边形犈犉犌犎 是什么四边形？为什么？

A

B

D

C

E

F

G

H

（第６题）

A

B

D

C
F

E 1
2

（第７题）

A

B

D

C

F

E

（第８题）

７．如图，四边形犃犅犆犇 是平行四

边形，犅犈∥犇犉，且分别交对角

线犃犆 于点犈，犉，连接 犈犇，

犅犉．求证∠１＝∠２．

８．如图，犃犅犆犇 是一个正方形花

园，犈，犉 是它的两个门，且

犇犈＝犆犉．要修建两条路犅犈 和
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犃犉，这两条路等长吗？它们有什么位置关系？为

什么？

����

A

B

E

F

C

D

（第９题）

９．如图，在矩形犃犅犆犇 中，犅犈 平

分 ∠犃犅犆，犆犈 平 分 ∠犇犆犅，

犅犉∥犈犆，犉犆∥犅犈．求证：四

边形犅犉犆犈 是正方形．

１０．我们把顺次连接任意一个四边

形各边中点所得的四边形叫做

中点四边形．

（１）任意四边形的中点四边形是什么形状？为

什么？

（２）任意平行四边形的中点四边形是什么形状？

为什么？

（３）任意矩形、菱形和正方形的中点四边形分别

是什么形状？为什么？

１１．如果一个四边形是轴对称图形，并且有两条互相

垂直的对称轴，它一定是菱形吗？一定是正方

形吗？

１２．用纸板剪成的两个全等三角形能够拼成什么四边

形？要想拼成一个矩形，需要两个什么样的全等

三角形？要想拼成菱形或正方形呢？动手剪拼一

下，并说明理由．

５２１



!"#"%&+,-./

（第１３题）

１３．如图，为了做一个无盖纸盒，

小明先在一块矩形硬纸板的

四角画出四个相同的正方形，

用剪刀剪下，然后把纸板的

四边沿虚线折起，并用胶带

粘好，一个无盖纸盒就做成

了．纸盒的底面是什么形状？

为什么？


���

１４．如图，过犃犅犆犇 的对角线犃犆 的中点犗 作两条

互相垂直的直线，分别交犃犅，犅犆，犆犇，犇犃 于

犈，犉，犌，犎 四点，连接犈犉，犉犌，犌犎，犎犈．

试判断四边形犈犉犌犎 的形状，并说明理由．

A B

D C

F

E

O

G

H

（第１４题）

A

B

D

C

P

（第１５题）

１５．如图，在四边形犃犅犆犇 中，犃犇∥犅犆，∠犅＝

９０°，犃犅＝８ｃｍ，犃犇＝２４ｃｍ，犅犆＝２６ｃｍ．点

犘 从点犃 出发，以１ｃｍ／ｓ的速度向点犇 运动；

点犙 从点犆 同时出发，以３ｃｍ／ｓ的速度向点犅

运动．规定其中一个动点到达端点时，另一个动点
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也随之停止运动．从运动开始，到使犘犙∥犆犇 和

犘犙＝犆犇，分别需经过多少时间？为什么？

１６．如图，四边形犃犅犆犇 是正方形，点犈 是边犅犆 的

中点，∠犃犈犉＝９０°，且犈犉 交正方形外角的平分

线犆犉 于点犉．求证犃犈＝犈犉．（提示：取犃犅 的

中点犌，连接犈犌．）

A D

B CE

F

（第１６题）
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第二十三章　一次函数

“万物皆变”———行星在宇宙中的位置随时

间而变化，气温随海拔而变化，树的年轮随树龄

而变化……在你周围的事物中，这种一个量随另

一个量的变化而变化的现象大量存在．
为了研究这些运动变化现象中变量间的依赖

关系，数学中逐渐形成了函数概念．人们通过研

究函数及其性质，可以更深入地认识现实世界中

许多运动变化的规律．
在本章中，我们将从初步认识变量与函数开

始，重点学习一类最基本的函数———一次函数，

结合它的图象讨论它的性质，并利用它研究一些

数学问题和实际问题，感受函数在解决运动变化

问题中的重要作用．

海拔狓／ｋｍ … １ １．５ ２ ２．５ ３ …

气温狔／℃ … －１ －４ －７－１０－１３ …
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２３．１ 函数

２３１１变量与函数

先请思考下面几个问题：

（１）汽车以６０ｋｍ／ｈ的速度匀速行驶，行驶路程为

狊ｋｍ，行驶时间为狋ｈ．填写表２３１，狊的值随狋的值的变化

而变化吗？

表２３１

狋 １ ２ ３ ４ ５

狊

（２）电影票的售价为２０元／张．第一场售出１５０张票，

第二场售出２０５张票，第三场售出３１０张票，三场电影的票

房收入各多少元？设一场电影售出狓 张票，票房收入为狔

元，狔的值随狓的值的变化而变化吗？

（３）某银行的定期存款年利率为１．７５％，当存入的本

金狓分别为１００００元，２００００元，５００００元时，一年后的

利息狔分别为多少？狔的值随狓的值的变化而变化吗？

（４）用１０ｍ长的绳子围一个矩形．当矩形的一边长狓

分别为３ｍ，３．５ｍ，４ｍ，４．５ｍ时，它的邻边长狔分别为

多少？狔的值随狓的值的变化而变化吗？

上面几个问题反映了不同事物的变化过程．在一个变化过

程中，有些量的数值是变化的，我们称这样的量为变量
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（ｖａｒｉａｂｌｅ）．例如，上面问题中的汽车行驶时间狋，行驶路程

狊，售出票数狓，票房收入狔，本金狓，利息狔，矩形的一边长

狓，它的邻边长狔等都是变量．在一个变化过程中，有些量的数

值是始终不变的，我们称这样的的量为常量 （ｃｏｎｓｔａｎｔ）．例如，

上面问题中的汽车行驶速度６０ｋｍ／ｈ，票价２０元／张，定期存

款年利率１．７５％，绳子的长度１０ｍ等都是常量．

	�

上面问题 （１）～ （４）中是否各有两个变量？同一

个问题中的变量之间有什么联系？

在问题 （１）中，观察填出的表格，可以发现：狋和狊是

两个变量，狊＝６０狋．每当狋取定一个值时，狊就有唯一确定

的值与其对应．例如，若狋＝１，则狊＝６０；若狋＝２，则狊＝

１２０；……；若狋＝５，则狊＝３００．

在问题 （２）中，可以发现：狓 和狔 是两个变量，狔＝

２０狓．每当狓取定一个值时，狔就有唯一确定的值与其对应．

例如，若狓＝１５０，则狔＝３０００；若狓＝２０５，则狔＝４１００；

若狓＝３１０，则狔＝６２００．

在问题 （３）中，可以发现：狓 和狔 是两个变量，狔＝

１．７５％狓．每当狓取定一个值时，狔就有唯一确定的值与其

对应．例如，若狓＝１００００，则狔＝１７５；若狓＝２００００，则

狔＝３５０；若狓＝５００００，则狔＝８７５．

在问题 （４）中，可以发现：狓 和狔 是两个变量，狔＝

５－狓．每当狓 取定一个值时，狔 就有唯一确定的值与其对

０３１
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应．例如，若狓＝３，则狔＝２；若狓＝３．５，则狔＝１．５；若

狓＝４，则狔＝１；若狓＝４．５，则狔＝０．５．

	�

上面每个问题中的两个变量互相联系，当其中一个变

量取定一个值时，另一个变量就有唯一确定的值与其对应．

��������

１．指出下列问题中的变量和常量：

（１）某市的自来水价为４元／ｔ．现要抽取若干户居民

调查水费支出情况，记某户月用水量为狓ｔ，月

应交水费为狔元．

（２）某地手机通话费为０．２元／ｍｉｎ．李明在手机话

费卡中存入３０元，记此后他的手机通话时间为

狋ｍｉｎ，话费卡中的余额为狑 元．

（３）小明用圆规画圆．记圆的半径为狉，面积为犛，

圆周率为π．

（４）把１０本书随意放入两个抽屉 （每个抽屉内都放），

第一个抽屉放入狓本，第二个抽屉放入狔本．

２．第１题各小题中是否有两个互相联系的变量？如果有，

指出它们之间的联系．当其中一个变量取定一个值时，

另一个变量是否只有唯一确定的值与其对应？

３．变量狓，狔之间的关系为狔＝狓２＋１，根据下表中狓

的值写出狔的对应值．

１３１
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狓 －３ －２ －１ ０ １ ２ ３

狔

４．举生活中的实例说明常量、变量以及变量之间的对

应关系．

除了用数学式子表达的问题外，在一些用图或表格表达

的问题中，也能看到两个互相联系的变量，当其中一个变量

取定一个值时，另一个变量就有唯一确定的值与其对应．

	�

（１）图２３．１１是某天的气温走势图，其中图上点

的横坐标狋表示时刻，纵坐标犜 表示温度 （单位：℃），

它们是两个变量．在气温走势图中，对于狋的每一个确

定的值，犜 都有唯一确定的值与其对应吗？

44
42
40
38
36
34
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30
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20
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16

t
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图２３．１１
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（２）表２３２是我国人口数统计表，其中年份与人

口数可以分别记作两个变量狓与狔．对于表中狓的每一

个确定的值，狔都有唯一确定的人口数对应值吗？

表２３２　中国人口数统计表

狓 狔／亿

１９８２ １０．３２

１９９０ １１．６０

２０００ １２．９５

２０１０ １３．７１

一般地，在一个变化过程中，如果有两个变量狓 与狔，

并且对于狓的每一个确定的值，狔都有唯一确定的值与其对

应，那么我们就说狓 是自变量 （ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｖａｒｉａｂｌｅ），狔

是狓的函数 （ｆｕｎｃｔｉｏｎ）．如果当狓＝犪时，狔＝犫，那么犫叫

做当自变量的值为犪时的函数值．

可以认为：在前面的问题 （１）中，时间狋是自变量，

路程狊是狋的函数，当狋＝１时，函数值狊＝６０，当狋＝２时，

函数值狊＝１２０；在气温走势图中，时刻狋是自变量，气温犜

是狋的函数；在人口数统计表中，年份狓是自变量，人口数

狔是狓的函数，当狓＝２０１０时，函数值狔＝１３．７１．

从上面可知，函数是刻画变量之间对应关系的数学模

型，许多问题中变量之间的关系都可以用函数来表示．

例１　匀速行驶的汽车油箱中有汽油５０Ｌ．如果不再加

油，那么油箱中的油量狔 （单位：Ｌ）随行驶路程狓 （单位：

３３１
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ｋｍ）的增加而减少，耗油量为０．１Ｌ／ｋｍ．

（１）写出表示狔与狓的函数关系的式子；

（２）指出自变量狓的取值范围；

（３）汽车行驶２００ｋｍ时，油箱中还有多少汽油？

解：（１）行驶路程狓 是自变量，油箱中的油量狔是狓

的函数，它们的关系为

　　０．１狓表示什么

意思？
狔＝５０－０．１狓．

确定自变量的取

值范围时，不仅要考

虑使函数关系式有意

义，而且还要注意问

题的实际意义．

（２）仅从式子狔＝５０－０．１狓

看，狓 可以取任意实数．但是考

虑到耗油量０．１狓不能超过油箱中

现有汽油量５０，即０．１狓≤５０；而

且这里狓 代表的实际意义为行驶

路程，狓不能取负数．因此，自变

量狓的取值范围是

０≤狓≤５００． 　　　　　　　　　

（３）汽车行驶２００ｋｍ时，油箱中的汽油量是函数狔＝

５０－０．１狓 在狓＝２００时的函数值．将狓＝２００代入狔＝５０－

０．１狓，得

狔＝５０－０．１×２００＝３０．

所以，汽车行驶２００ｋｍ时，油箱中还有３０Ｌ汽油．

像狔＝５０－０．１狓 这样，用关于自变量的数学式子表示

函数与自变量之间的关系，是描述函数的常用方法．这种式

子叫做函数的解析式 （ａｎａｌｙｔｉｃｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ）．
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１．下列问题中哪些量是自变量？哪些量是自变量的函

数？试写出函数的解析式．

（１）改变正方形的边长狓，正方形的面积犛 随狓 的

变化而变化．

（２）每支铅笔０．５元，购物款狔 （单位：元）随所买

铅笔的支数狓的变化而变化．

（３）秀水村的耕地面积是１０６ｍ２，这个村人均占有

耕地面积狔 （单位：ｍ２）随这个村人数狀的变

化而变化．

（４）仓库中原有２００ｋｇ稻种，此后每时运出４０ｋｇ

稻种，仓库中的稻种数量狔 （单位：ｋｇ）随时

间狋 （单位：ｈ，０≤狋≤５）的变化而变化．

２．下列式子中的狔是狓的函数吗？对狓的取值有什么

限制？为什么？

（１）狔＝３狓－５；　 （２）狔＝
狓－２

狓－１
；　 （３）狔＝狓槡－１．

３．游泳池中原有水１００ｍ３，现以２０ｍ３／ｈ的速度向内

加水，游泳池中的水量狔 （单位：ｍ３）随加水时间狓

（单位：ｈ，０≤狓≤２０）的变化而变化．

（１）写出表示狔与狓的函数关系的式子；

（２）加水１０ｈ时，游泳池中的水量是多少？
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２３１２　函数的图象

有些问题中的函数关系很难列式子表示，但是可以用图

来直观地反映，例如用气温走势图来表示气温与时刻的关

系．即使对于能列式表示的函数关系，如果也能画图表示，

那么会使函数关系更直观．

例如，正方形的面积犛 与边长狓 的函数解析式为犛＝

狓２．根据问题的实际意义，可知自

　　自变量狓 的一

个确定的值与它所对

应的唯一的函数值

犛，是否确定了一个

点 （狓，犛）呢？

变量狓 的取值范围是狓＞０．我们

还可以利用在坐标系中画图的方法

来表示犛与狓的关系．

从狓的取值范围中选取一些数

值，算出犛 的对应值，列表２３３

（为了画图方便，表中还算出了狓取

０时犛的值）．

表２３３

狓 ０ ０．５ １ １．５ ２ ２．５ ３ …

犛 ０ ０．２５ １ ２．２５ ４ ６．２５ ９ …

如图２３．１２，在平面直角坐标系中，画出上面表格中

各对数值所对应的点，然后用光滑曲线连接这些点．所得曲

线上每一个点都代表狓 的值与犛 的值的一种对应．例如点

（２，４）表示当狓＝２时，犛＝４．
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图２３．１２

　　表示狓与犛的

对应关系的点有无

数个．但是实际上

我们只能描出其中

有限个点，同时想

象出其他点的位置．

　　通过图象可

以数形结合地研

究函数．

一般地，对于一个函数，如果把自

变量与函数的每对对应值分别作为点的

横、纵坐标，那么坐标平面内由这些点

组成的图形，就是这个函数的图象

（ｇｒａｐｈ）．图２３．１２的曲线即函数

犛＝狓２ （狓＞０） 　　　　　　　　　

的图象．

例２　在下列式子中，对于狓的每一个确定的值，狔有

唯一的对应值，即狔是狓的函数．画出这些函数的图象：

（１）狔＝狓＋１；　　 （２）狔＝
６

狓
（狓＞０）．

解：（１）从式子狔＝狓＋１可以看出，狓 取任意实数时

这个式子都有意义，所以狓的取值范围是全体实数．

从狓 的取值范围中选取一些数值，算出狔 的对应值，
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列表２３４．

表２３４

狓 … －３ －２ －１ ０ １ ２ ３ …

狔 … －２ －１ ０ １ ２ ３ ４ …

根据表中数值，在直角坐标系中描点 （狓，狔），并用光

滑曲线连接这些点，所得直线 （图２３．１３）即函数狔＝狓＋

１的图象．

　　你画出的函数

图象与图２３．１３相

同吗？

y

O 1

4

-1-2 2

1
2
3

x3-3 -1
-2
-3

y x+1

图２３．１３

从函数图象可以看出，直线从左向右上升，即当狓 由

小变大时，狔＝狓＋１随之增大．

（２）狔＝
６

狓
（狓＞０）中狓的取值范围是全体正实数，从

中选取一些数值，算出狔的对应值，列表２３５．

表２３５

狓 … １ ２ ３ ４ ５ ６ …

狔 … ６ ３ ２ １．５ １．２ １ …

根据表中数值，在直角坐标系中描点 （狓，狔），并用光滑曲
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线连接这些点，所得曲线 （图２３．１４）即函数狔＝
６

狓
（狓＞０）

的图象．

　　你画出的函数

图象与图２３．１４相

同吗？

y

xO 1

1
2

3

4

5

6

2 3 4 5 6

y ( )x 0x
6

　　图２３．１４

从函数图象可以看出，曲线从左向右下降，即当狓 由

小变大时，狔＝
６

狓
（狓＞０）随之减小．

	�

描点法画函数图象的一般步骤如下：

第一步，列表———表中给出一些自变量的值及其对

应的函数值；

第二步，描点———在平面直角坐标系中，以自变量

的值为横坐标，相应的函数值为纵坐标，描出表格中数

值对应的各点；

第三步，连线———按照横坐标由小到大的顺序，把

所描出的各点用光滑曲线连接起来．
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１． （１）画出函数狔＝狓－１的图象；

（２）判断点犃（－２，－３），犅（１，０），犆（２．５，２）

是否在函数狔＝狓－１的图象上．

２． （１）画出函数狔＝２狓的图象；

（２）画出函数狔＝－２狓的图象；

（３）函数狔＝２狓和狔＝－２狓的图象有什么相同点

和不同点？

３．画出函数狔＝
６

狓
（狓＜０）的图象．

４． （１）画出函数狔＝狓２＋１的图象．

（２）从图象中观察，当狓＜０时，狔随狓的增大而增

大，还是狔随狓的增大而减小？当狓＞０时呢？

在例２中，狔＝狓＋１和狔＝
６

狓
（狓＞０）是函数解析式，

根据它们可以画出函数的图象．一般地，函数的图象以图的

形式直观地描述了变量之间的对应关系，从图象中可以获取

许多信息，了解函数的变化趋势．

	�

图２３．１５中的曲线是自动测温仪记录的图象，它

反映了北京的春季某天气温犜 如何随时刻狋的变化而变

化．你从图象中得到了哪些信息？

０４１
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图２３．１５

可以认为，时刻狋是自变量，气温犜 是时刻狋的函数，

图２３．１５是这个函数的图象．由图象可知：

（１）这一天中早晨４时气温最低 （－３℃），１４时气温

最高 （８℃）．

（２）从０时至４时，气温呈下降状态 （即温度随时刻的

增长而下降）；从４时到１４时，气温呈上升状态；从１４时

至２４时，气温又呈下降状态．

（３）我们可以从图象中看出这一天中任一时刻的气温大

约是多少．

例３　图２３．１６表示某长跑运动员的一段越野跑的练

习过程，其中狓表示跑步时间，狔表示所跑路程．

请根据图象回答下列问题：

（１）第２０ｍｉｎ时运动员已跑了多长的路程？

（２）前２０ｍｉｎ内运动员跑步的平均速度是多少？

（３）如何用解析式表示前２０ｍｉｎ内运动员跑的路程与

时间的关系？
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（４）最后２０ｍｉｎ内运动员跑的路程与平均速度各是

多少？

y/km

x/minO 604020

6

10

13

图２３．１６

分析：跑步路程狔是时间狓的函数，对于狓的每一个确

定的值，狔有唯一确定的对应值．图象中点的坐标 （狓，狔）

反映了两个变量之间的对应关系．

解： （１）图象中横坐标为２０的点的坐标是 （２０，６），

由这点的纵坐标看出，第２０ｍｉｎ时运动员已跑了６ｋｍ．

（２）平均速度等于路程除以时间，前２０ｍｉｎ内运动员

跑步的平均速度为６÷２０＝０．３ （ｋｍ／ｍｉｎ）．

（３）路程等于平均速度乘时间，前２０ｍｉｎ内运动员跑

的路程与时间的关系为狔 ＝０．３狓 （０≤狓≤２０）．

（４）最后２０ｍｉｎ内运动员跑的路程为１３－１０＝３（ｋｍ），

平均速度为３÷２０＝０．１５（ｋｍ／ｍｉｎ）．

由上可知，写出函数解析式，或者列表格，或者画函数

图象，都可以表示具体的函数．这三种表示函数的方法，分

别称为解析式法、列表法和图象法．
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从前面的几个例子看，你认为三种表示函数的方法

各有什么优点？

��������
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（第１题）

１．如图是某地区一周的日平均气温变化图，根据图象

回答问题：

（１）在这一周内，该地区的日平均气温从何时开始

逐日上升，何时开始逐日下降？

（２）在这一周内，哪一天的日平均气温最高？哪一

天的日平均气温最低？

２． “漏壶”是一种古代计时器．在它内部盛一定量的

水，水从壶下的小孔漏出．壶内壁有刻度，人们根

据壶中水面的位置计算时间．如果用狓 表示漏水时

间，狔表示壶底到水面的高度．下面哪个图象适合
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（第２题）
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y km
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（第３题）

表示狔随狓的增加而匀速变化的规律？

３．张强家、文具店和体育场在同一直线上，下面的图

象反映的过程是：张强从家跑步去体育场，在那里锻

炼了一阵后又走到文具店去买笔，然后散步走回家．

图中狓表示时间，狔表示张强离家的距离．

根据图象回答下列问题：

（１）体育场离张强家多远？张强从家到体育场用了

多长时间？他在体育场停留了多长时间？

（２）文具店离张强家多远？张强在文具店停留了多长

时间？

（３）张强从文具店回家的平均速度是多少？

（４）已知张强匀速跑步去体育场，写出表示这段时

间内狔与狓的关系的函数解析式．
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表示函数时，要根据具体情况选择适当的方法，有时为

全面地认识问题，需要同时使用几种方法．

例４　一个水库的水位在最近５ｈ内持续匀速上涨．表

２３６记录了这５ｈ内６个时间点的水位高度，其中狋表示时

间，狔表示水位高度．

表２３６

狋／ｈ ０ １ ２ ３ ４ ５

狔／ｍ ３ ３．３ ３．６ ３．９ ４．２ ４．５

（１）在平面直角坐标系中描出表中数据对应的点，这些

点是否在一条直线上？由此你能发现水位变化有什么规

律吗？

（２）水位高度狔是否为时间狋的函数？如果是，试写出

函数解析式，并画出这个函数的图象．

（３）据估计这种上涨规律还会持续２ｈ，预测再过２ｈ

水位高度将为多少米．

解： （１）如图２３．１７，描出表２３６中数据对应的点．

可以看出，这６个点在一条直线上．由于水位匀速上涨，所

以这５ｈ内其他时刻 （如狋＝２．５ｈ等）及其水位高度所对应

的点，也在这条直线上．再结合表中数据，可以发现每时水

位上升０．３ｍ．
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图２３．１８

（２）由于水位在最近５ｈ内持续上涨，对于时间狋的每

一个确定的值，水位高度狔 都有唯一确定的值与其对应，

因而狔 是狋的函数．因为开始时水位高度为３ｍ，以后以

０．３ｍ／ｈ的速度上升，所以函数的解析式为

狔＝０．３狋＋３（０≤狋≤５）．

其图象是图２３．１８中端点为点犃（０，３）和点犅（５，４．５）

的线段犃犅．

（３）如果水位的变化规律不变，则可利用上述函数预

测，再过２ｈ，即狋＝５＋２＝７ （ｈ）时，水位高度

　　由例４可以

看出，函数的不

同表示法之间可

以互相转化．

狔＝０．３×７＋３＝５．１ （ｍ）．

把图２３．１８中的函数图象 （线

段犃犅）向右延伸到狋＝７所对应的

位置，从图中也能看出这时的水位

高度约为５．１ｍ．
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１．等边三角形的周长犾是边长犪的函数，用解析式法

表示这个函数，并画出它的图象．

２．狀边形的内角和犿 （单位：度）是边数狀的函数，

列表表示三角形、四边形、五边形和六边形的内角

和，写出犿 关于狀的函数解析式．

３． 一条小船沿直线向码头匀速前进．在０ｍｉｎ，

２ｍｉｎ，４ｍｉｎ，６ｍｉｎ时，测得小船与码头的距离

分别为２００ｍ，１５０ｍ，１００ｍ，５０ｍ．小船与码头

的距离狊是时间狋的函数吗？如果是，写出函数解

析式，并画出函数图象．如果船速不变，多长时间

后小船到达码头？

���	�

体脂率的计算

体脂率是指人体内脂肪量在体重中所占的比例，又称体

脂百分数．普通人的理想体脂率，男性为１４％～２０％，女性

为１７％～２４％．一般说，运动素质好的人体脂率偏低，运动

员的体脂率比普通人低很多．

测定体脂率的方法有多种，下面的计算方法便于自我

检测．
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在不同时间，人的腰围 （记为犾，单位：ｃｍ）和体重

（记为狑，单位：ｋｇ）会有变化，由这些变量，可以计算出

不同时间的体脂率．具体计算过程如下：

（１）计算参数犪，犪是腰围犾的函数，犪＝０．７４犾；

（２）计算参数犫，犫是体重狑 的函数，对于男性犫＝

０．０８２狑＋４４．７４，对于女性犫＝０．０８２狑＋３４．８９；

（３）计算身体中脂肪总量犱，犱＝犪－犫；

（４）计算体脂率狆，狆＝
犱

狑
×１００％．

下表记录了张力 （男）四次测量腰围犾和体重狑 的数

值，请你把表格填充完整，并在计算犪，犫的过程中，认识

其中的自变量、函数及其解析式．

体脂率测定表

１月 ２月 ３月 ４月

腰围犾／ｃｍ ７０ ７３ ７１ ６９

体重狑／ｋｇ ５０ ５２ ５１ ４８

参数犪＝０．７４犾 ５１．８

参数

犫＝０．０８２狑＋４４．７４
４８．８４

脂肪总量犱＝犪－犫 ２．９６

体脂率狆＝
犱

狑
×１００％ ５．９２％

请你经常算算自己的体脂率，控制好脂肪增长．
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２３．２ 正比例函数

问题　京沪高速铁路全长１３１８ｋｍ，设列车的平均速

度为３００ｋｍ／ｈ．考虑以下问题：

（１）乘京沪高铁列车，从始发站北京南站到终点站上海

虹桥站，约需多少小时 （结果保留小数点后一位）？

（２）京沪高铁列车的行程狔 （单位：ｋｍ）与运行时间

狓 （单位：ｈ）之间有何数量关系？

（３）京沪高铁列车从北京南站出发２．５ｈ后，是否已经

过了距始发站１１００ｋｍ 的南京南站？

分析：（１）京沪高铁列车全程运行时间约需

１３１８÷３００≈４．４ （ｈ）．

（２）京沪高铁列车的行程狔 是运行时间狓 的函数，函

数解析式为

狔＝３００狓 （０≤狓≤４．４）．

（３）京沪高铁列车从北京南站出发２．５ｈ的行程，是当

狓＝２．５时函数狔＝３００狓的值，即

狔＝３００×２．５＝７５０ （ｋｍ）．

这时列车尚未到达距始发站１１００ｋｍ的南京南站．

以上我们用函数狔＝３００狓 （０≤狓≤４．４）对京沪高铁列

车的行程问题进行了讨论．尽管实际情况可能会与此不完全

相同，但这个函数基本上反映了列车的行程与运行时间之间

的对应规律．
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下列问题中，变量之间的对应关系是函数关系吗？

如果是，请写出函数解析式．这些函数解析式有哪些共

同特征？

（１）正五边形的周长犾随边长犪的变化而变化．

（２）铁的密度约为７．９×１０３ｋｇ／ｍ３，铁块的质量

犿 （单位：ｇ）随它的体积犞 （单位：ｃｍ３）的变化而

变化．

（３）每个练习本的厚度为０．５ｃｍ，一些练习本摞在

一起的总厚度犺 （单位：ｃｍ）随练习本的本数狀的变

化而变化．

（４）冷冻一个０℃的物体，使它每分下降２℃，物

体的温度犜 （单位：℃）随冷冻时间狋 （单位：ｍｉｎ）的

变化而变化．

在上面的问题中，表示变量之间关系的函数解析式分

别为

（１）犾＝５犪；　　　　　 （２）犿＝７．９犞；

（３）犺＝０．５狀； （４）犜＝－２狋．

正如函数狔＝３００狓 一样，上面这些函数都是常数与自

变量的积的形式．

一般地，形如狔＝犽狓 （犽是常数，犽≠０）的函数，叫做

正比例函数 （ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ），其中犽叫做比例系数．
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１．在下列式子中，哪些表示狔是狓的正比例函数？

（１）狔＝－０．１狓；　　　　　（２）狔＝
狓

２
；

（３）狔＝２狓２； （４）狔２＝４狓．

２．列式表示下列问题中的狔与狓 的函数关系，并指出

哪些是正比例函数．

（１）圆的半径为狓ｃｍ，周长为狔ｃｍ．

（２）小张一年内平均每月收入狓元，他这年 （１２个

月）的总收入为狔元．

（３）一个长方体的长为２ｃｍ，宽为１．５ｃｍ，高为

狓ｃｍ，体积为狔ｃｍ３．

（４）某打印店的传真收费标准为Ａ４纸每页２元，小

华去店里传真了狓页Ａ４纸文件，花费狔元．

（５）小涛在一场篮球比赛中共投入狓 个两分球和３

个三分球，这些球共得狔分．

（６）某商场举行促销活动，所有商品按原价的八折

销售．某商品原价为狓元／件，在促销活动中的

价格为狔元／件．

下面我们研究正比例函数的图象．

例１　画出下列正比例函数的图象：

（１）狔＝２狓，狔＝
１

２
狓；　 （２）狔＝－１．５狓，狔＝－４狓．
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解：（１）函数狔＝２狓中自变量狓可为任意实数．表２３７

是狔与狓的几组对应值．

表２３７

狓 … －３ －２ －１ ０ １ ２ ３ …

狔 … －６ －４ －２ ０ ２ ４ ６ …

如图２３．２１，在直角坐标系中描出以表中的值为坐标的

点．将这些点连接起来，得到一条经过原点和第三、第一象

限的直线．它就是函数狔＝２狓的图象．

用同样的方法，可以得到函数狔＝
１

２
狓的图象 （图２３．２１）．

它也是一条经过原点和第三、第一象限的直线．

　　你画出的函数

狔＝
１

２
狓 的图象，与

图 ２３．２１ 中 的 相

同吗？

y

O 1

y x2

2

x

1

2

y x1
2

　　图２３．２１

（２）函数狔＝－１．５狓 中自变量狓 可为任意实数．表

２３８是狔与狓的几组对应值．

表２３８

狓 … －３ －２ －１ ０ １ ２ ３ …

狔 … ４．５ ３ １．５ ０ －１．５ －３ －４．５ …

２５１



!"#$%&'()*

如图２３．２２，在直角坐标系中描出以表中的值为坐标

的点．将这些点连接起来，得到一条经过原点和第二、第四

象限的直线，它就是函数狔＝－１．５狓的图象．

用同样的方法，可以得到函数狔＝－４狓 的图象 （图

２３．２２）．它也是一条经过原点和第二、第四象限的直线．

　　你画出的函数

狔＝－４狓 的图象，

与图２３．２２中的相

同吗？

y

O 1

4

-1-2 2

1

2

3

x

y x-4

y x-1.5

　　　图２３．２２

以上４个函数的图象都是经过原点的直线，其中函数

狔＝２狓和狔＝
１

２
狓 的图象经过第三、第一象限，从左向右上

升；函数狔＝－１．５狓和狔＝－４狓的图象经过第二、第四象

限，从左向右下降．

一般地，正比例函数狔＝犽狓 （犽是常数，犽≠０）的图象

是一条经过原点的直线，我们称它为直线狔＝犽狓．当犽＞０

时，直线狔＝犽狓 经过第三、第一象限，从左向右上升，即

随着狓的增大狔也增大；当犽＜０时，直线狔＝犽狓 经过第

二、第四象限，从左向右下降，即随着狓 的增大狔 反而

减小．
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经过原点与点 （１，犽）（犽是常数，犽≠０）的直线

是哪个函数的图象？画正比例函数的图象时，怎样画最

简单？为什么？

因为两点确定一条直线，所以可用两点法画正比例函数

狔＝犽狓 （犽≠０）的图象．一般地，过原点和点 （１，犽） （犽

是常数，犽≠０）的直线，是正比例函数狔＝犽狓 （犽≠０）的

图象．

y

O 1

-5

x

(1, 2.5)

(1, -5)

y x2.5y x-5

图２３．２３

例２　在同一平面直角坐标系

中，画出函数狔＝２．５狓 和狔＝－５狓

的图象．

解：如图２３．２３，过原点和点

（１，２．５）作直线，即函数狔＝２．５狓

的图象；过原点和点 （１，－５）作直

线，即函数狔＝－５狓的图象．

��������

１．用你认为最简单的方法画出下列函数的图象，并说

明当狓从小到大变化时，狔怎样变化：

（１）狔＝狓；　　　　 （２）狔＝－狓；

（３）狔＝
１

４
狓； （４）狔＝－

１

４
狓．
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２．一列火车以９０ｋｍ／ｈ的速度匀速前进．求它的行驶

路程狔 （单位：ｋｍ）关于行驶时间狓 （单位：ｈ）的

函数解析式，并画出函数图象．

３．如果把王军在一场篮球比赛中投中三分球的次数记

作狓，把他在这场比赛中投三分球所得分数记作狔，

那么狔 是狓 的函数吗？如果是，写出函数解析式，

并画出函数图象．由图象说明狔随狓的变化规律．
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２３．３ 一次函数

问题　某登山队大本营所在地的气温为５℃，海拔每升

高１ｋｍ气温下降６℃．登山队员由大本营向上登高狓ｋｍ

时，他们所在位置的气温是狔℃．试用函数解析式表示狔与

狓的关系．

分析：狔随狓变化的规律是：从大本营向上，当海拔增

加狓ｋｍ时，气温狔从５℃减少６狓℃．因此狔是狓的函数，

解析式为

狔＝５－６狓．

这个函数也可以写为

狔＝－６狓＋５．

当登山队员由大本营向上登高０．５ｋｍ时，他们所在位

置的气温就是当狓＝０．５时函数狔＝－６狓＋５的值，即狔＝

－６×０．５＋５＝２．

	�

在下列问题中，变量之间的对应关系是函数关系

吗？如果是，请写出函数解析式．这些函数解析式有哪

些共同特征？

（１）有人发现，在２０～２５℃时蟋蟀每分鸣叫次数

犮与温度狋 （单位：℃）有关，即犮的值约是狋的７倍减
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３５所得的差．

（２）一种计算成年人标准体重犌 （单位：ｋｇ）的方

法是：犌 的值等于身高值犺 （单位：ｃｍ）减常数１０５所

得的差．

（３）某城市的市内电话的月收费额狔 （单位：元）

包括月租费２２元和拨打电话狓 ｍｉｎ的计时费 （按０．１

元／ｍｉｎ收取）．

（４）把一个长１０ｃｍ、宽５ｃｍ的长方形的长减少

狓ｃｍ，宽不变，长方形的面积狔 （单位：ｃｍ２）随狓的

变化而变化．

在上面的问题中，表示变量之间关系的函数解析式分

别为

（１）犮＝７狋－３５（２０≤狋≤２５）；（２）犌＝犺－１０５；

（３）狔＝０．１狓＋２２； （４）狔＝－５狓＋５０（０≤狓＜１０）．

正如函数狔＝－６狓＋５一样，上面这些函数都是常数犽

与自变量的积与常数犫的和的形式．

一般地，形如狔＝犽狓＋犫（犽，犫是常数，犽≠０）的函

数，叫做一次函数 （ｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎ）．当犫＝０时，狔＝

犽狓＋犫即狔＝犽狓，所以说正比例函数是一种特殊的一次

函数．

例１　运动时，心率 （每分心跳次数）应在最高和最低

的安全运动心率范围内．如达不到最低心率，说明运动强度

不够；如果超过最高心率，说明运动强度太大．不同年龄的
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青少年的安全运动心率范围不同，一般的计算公式为：最低

心率 ＝（２２０－年龄数）×０．６，最高心率＝（２２０－年龄

数）×０．８．

（１）把年龄数记作狓，最低心率记作狔１，最高心率记作

狔２．狔１和狔２是狓的函数吗？如果是，写出函数解析式．

（２）张华１５岁，她的安全运动心率范围是多少？

解：（１）狔１和狔２都是狓的函数．最低心率狔１＝（２２０－

狓）×０．６，即狔１＝－０．６狓＋１３２；最高心率狔２＝（２２０－狓）×

０．８，即狔２＝－０．８狓＋１７６．

（２）当狓＝１５时，狔１＝－０．６×１５＋１３２＝１２３，狔２＝

－０．８×１５＋１７６＝１６４．

所以张华的安全运动心率范围是１２３～１６４次／分．

��������

１．下列函数中哪些是一次函数，哪些又是正比例函数？

（１）狔＝－８狓＋３；　　　　　（２）狔＝－
８

狓
＋３；

（３）狔＝５狓＋６； （４）狔＝５狓２－６；

（５）狔＝－４狓； （６）狔＝－
１

４
狓．

２．一次函数狔＝犽狓＋３，当狓＝１时，狔＝５，求犽的值．

３．如图，一个小球由静止开始沿一个斜坡向下滚动，

其速度每秒增加２ｍ／ｓ．

８５１



!"#$%&'()*

（第３题）

（１）求小球速度狏 （单位：ｍ／ｓ）关于时间狋 （单

位：ｓ）的函数解析式．它是一次函数吗？是

正比例函数吗？

（２）求第２．５ｓ时小球的速度．

例２　在同一平面直角坐标系中，画出函数狔＝－３狓 和

狔＝－３狓＋３的图象．

解：在函数狔＝－３狓和狔＝－３狓＋３中，自变量狓可以

是任意实数，列表表示几组对应值．（计算并填写表２３９中

空格）

表２３９

狓 －２ －１ ０ １ ２

狔＝－３狓 ０ －３

狔＝－３狓＋３ ３ ０

画出函数狔＝－３狓和狔＝－３狓＋３的图象．（图２３．３１）

９５１
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　　你画出的函数

图象与图２３．３１中

的相同吗？

y

O 1

-3

x

y x-3

3

y x+3-3

　　图２３．３１

	�

比较上面两个函数图象的相同点与不同点，填出你

的观察结果：

这两个函数的图象形状都是　　，并且倾斜程度

　　．函数狔＝－３狓的图象经过原点，函数狔＝－３狓＋３

的图象与狔 轴交于点　　，即它可以看作由直线

狔＝－３狓向　　平移　　个单位长度而得到．

比较两个函数解析式，你能说出为什么两个函数的

图象有上述关系吗？

联系上面结果，考虑一次函数狔＝犽狓＋犫（犽≠０）的图

象是什么形状，它与直线狔＝犽狓（犽≠０）有什么关系．

比较一次函数狔＝犽狓＋犫（犽≠０）与正比例函数狔＝

犽狓（犽≠０）的解析式，容易得出：

一次函数狔＝犽狓＋犫（犽≠０）的图象可以由直线狔＝犽狓

０６１
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平移│犫│个单位长度得到 （当犫＞０时，向上平移；当犫＜

０时，向下平移）．一次函数狔＝犽狓＋犫（犽≠０）的图象也是

一条直线，我们称它为直线狔＝犽狓＋犫．

例３　在同一平面直角坐标系中，画出函数狔＝２狓－１

和狔＝－０．５狓＋１的图象．

分析：由于一次函数的图象是直线，因此只要确定直线

上的两个点就能画出它．

解：列表 （表２３１０）表示当狓＝０，狓＝１时两个函数

的对应值．

表２３１０

狓 ０ １

狔＝２狓－１ －１ １

狔＝－０．５狓＋１ １ ０．５

如图２３．３２，过点 （０，－１）与点 （１，１）画出直线狔＝

２狓－１；过点 （０，１）与点 （１，０．５）画出直线狔＝－０．５狓＋１．

　　先画直线狔＝

２狓与狔＝－０．５狓，

再分别平移它们，

也 能 得 到 直 线

狔＝２狓－１与狔＝

－０．５狓＋１．

y

xO

-1

1

1

(1, 1)

(1, 0.5)

y -0.5x+1

y x-12 1

图２３．３２
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　　我们先通过

观 察 发 现 图 象

（形）的规律，再

根据这些规律得

出关于数值大小

的性质，这种数

形结合的研究方

法在数学学习中

很重要．

观察上面两个一次函数的图象，

可以发现：

当犽＞０时，直线狔＝犽狓＋犫从

左向右上升；当犽＜０时，直线狔＝

犽狓＋犫从左向右下降．事实上，所有

一次函数都符合这一规律．由此可

知，一次函数狔＝犽狓＋犫 （犽，犫是常

数，犽≠０）具有如下性质：

当犽＞０时，狔随狓的增大而增大；

当犽＜０时，狔随狓的增大而减小．

��������

１．分别在同一平面直角坐标系中画出下列 （１）（２）中

各函数的图象，并指出每小题中两个函数的图象有

什么关系．

（１）狔＝狓－１，狔＝狓；

（２）狔＝－２狓＋２，狔＝－２狓．

２．分别在同一平面直角坐标系中画出下列 （１）（２）中

各函数的图象，并指出每小题中三个函数的图象的

共同之处．

（１）狔＝
１

２
狓＋２，狔＝狓＋２，狔＝２狓＋２；

（２）狔＝－
１

２
狓－２，狔＝－狓－２，狔＝－２狓－２．
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３． （１）直线狔＝２狓－３与狓 轴的交点坐标为　　　，

与狔 轴的交点坐标为　　，图象经过　　象

限，狔随狓的增大而　　　．

（２）直线狔＝－２狓－３与狓轴的交点坐标为　　　，

与狔轴的交点坐标为　　，图象经过　　象限，

狔随狓的增大而　　　．

　　因为函数的

图象过点 （３，５）

与 （－４，－９），

所以这两点的坐

标必满足函数的

解析式．

例４　 已知一次函数的图象过

点 （３，５）与 （－４，－９），求这个

一次函数的解析式．

分析：求一次函数狔＝犽狓＋犫

的解析式，关键是求出犽，犫 的值．

从已知条件可以列出关于犽，犫的二

元一次方程组，并求出犽，犫．

解：设这个一次函数的解析式为狔＝犽狓＋犫 （犽≠０）．

因为狔＝犽狓＋犫的图象过点 （３，５）和 （－４，－９），

所以

３犽＋犫＝５，

－４犽＋犫＝－９．
烅

烄

烆

解这个方程组，得

犽＝２，

犫＝－１．
烅

烄

烆

因此，这个一次函数的解析式为狔＝２狓－１．

３６１
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像例４这样先设出函数解析式，再根据条件确定解析式

中未知的系数，从而得出函数解析式的方法，叫做待定系

数法．

由于一次函数狔＝犽狓＋犫 （犽≠０）中有犽和犫两个待定

系数，所以用待定系数法时需要根据两个条件列二元一次方

程组 （以犽和犫为未知数）．解方程组后就能具体写出一次

函数的解析式．

例３与例４从两方面说明：

����	
��

�
��

��������

��

��

�
�����
��ly=kx+b !x1�y1�!x2�y2�

���������

１．已知一次函数的图象经过点 （９，０）和点 （２４，

２０），写出函数解析式．

２．对于某个一次函数，当自变量为１时，函数值为３；

当自变量为－１时，函数值为－１．求这个函数的解

析式．

３．平面上有犃（１，２），犅（２，３），犆（２，４）三点，直

线犃犅 和犃犆各是哪个一次函数的图象？自变量狓

为何值时这两个函数的函数值相等？

做一件事情，有时有不同的实施方案．比较这些方案，

从中选择最佳方案作为行动计划，是非常必要的．在选择方

案时，往往需要从数学角度进行分析，涉及变量的问题常用

到函数．
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例５　表２３１１显示了Ａ，Ｂ两种上宽带网的收费方式．

表２３１１

收费方式 月使用费／元 包时上网时间／ｈ 超时费／ （元·ｍｉｎ－１）

Ａ ３０ ２５ ０．０５

Ｂ ５０ ５０ ０．０５

选取哪种方式能节省上网费？

y

xO 25

30

y1

图２３．３３

分析：在方式 Ａ，Ｂ中，上网时间是影响上网费的

变量．

设月上网时间为狓ｈ，则方式Ａ，Ｂ的收费金额狔１，狔２

都是狓的函数．要比较它们，需在狓≥０的条件下，考虑何

时 （１）狔１＝狔２，（２）狔１＜狔２，（３）狔１＞狔２．

解：在方式Ａ中，月使用费３０元与包时上网时间２５ｈ

是常量．考虑收费金额时，要把上网时间分为２５ｈ以内 （含

２５ｈ）和超过２５ｈ两种情况，得到的是如下的函数

狔１＝
３０，０≤狓≤２５，

３０＋０．０５×６０ （狓－２５），狓＞２５．
烅

烄

烆

化简，得

狔１＝
３０，０≤狓≤２５，

３狓－４５，狓＞２５．
烅

烄

烆

这是一个分段函数，前一段函数值

是常数３０，后一段是一次函数，它的图

象如图２３．３３所示．

类似地，在方式Ｂ中，月使用费５０

元与包时上网时间５０ｈ是常量．考虑收

费金额时，要把上网时间分为５０ｈ以内
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（含５０ｈ）和超过５０ｈ两种情况，得到的是如下的分段函数

狔２＝
５０，０≤狓≤５０，

５０＋０．０５×６０ （狓－５０），狓＞５０．
烅

烄

烆

化简，得

狔２＝
５０，０≤狓≤５０，

３狓－１００，狓＞５０．
烅

烄

烆

y

xO 25

30

50

50 P

y1 y2

图２３．３４

它的图象与前一个分段函数类似，

在同一直角坐标系中，两个函数的图象

如图２３．３４所示．从图中可以看出，两

个函数图象交于点犘，解方程３狓－４５＝

５０，得点犘的横坐标狓＝３１
２

３
．

从图２３．３４可以看出，当上网时

间狓＝３１
２

３
时，狔１＝狔２，方式 Ａ，Ｂ收

费相等；当上网时间０≤狓＜３１
２

３
时，狔１＜狔２，选择方式Ａ

省钱；当上网时间狓 ＞３１
２

３
时，狔１＞狔２，选择方式Ｂ省钱．

���������

１．在同一平面直角坐标系中，画出函数狔１＝２狓和狔２＝

－狓＋３的图象，根据两图象的位置判断：

（１）何时狔１＝狔２；　　　　 （２）何时狔１＜狔２；

（３）何时狔１＞狔２．
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２．一个试验室在０：００－２：００保持２０℃的恒温，在

２：００－４：００匀速升温，每时升高５℃．写出试验

室温度狔 （单位：℃）关于时间狓 （单位：ｈ，０≤

狓≤４）的函数解析式，并画出函数图象．

３． 某水库原水深１５ｍ，因连续降雨，水库水位以

０．２５ｍ／ｈ的速度不断匀速上涨．以狓 （单位：ｈ，０≤

狓≤８）表示降雨时间，狔 （单位：ｍ）表示水库水深，

写出狔关于狓的函数解析式，并画出函数图象．
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２３．４ 一次函数与二元一次方程 （组）

二元一次方程与一次函数有着密切的联系．例如，方程

２狓－狔＝１也可以写为狔＝２狓－１，方程０．５狓＋狔＝１也可以

写为狔＝－０．５狓＋１．一般地，因为每个含有未知数狓 和狔

的二元一次方程，都可以改写为狔＝犽狓＋犫 （犽，犫是常数，

犽≠０）的形式，所以每个二元一次方程都对应一个一次

函数．

一个二元一次方程有无数组解．例如，方程２狓－狔＝１的

解有狓＝－１，狔＝－３；狓＝０，狔＝－１；狓＝１，狔＝１；…… 以这

些解为坐标的点，都在一次函数狔＝２狓－１的图象即直线狔＝

２狓－１上．反过来，直线狔＝２狓－１上每个点的坐标 （狓，狔），

都是方程２狓－狔＝１的解．一般地，每个二元一次方程都对应一

个一次函数，这个函数的图象 （一条直线）上每个点的坐标

（狓，狔），都是这个方程的解．

二元一次方程组由两个二元一次方程组成，它对应两

个一次函数，于是也对应两条直线．从 “数”的角度看，

解二元一次方程组，是求两个方程的公共解，这相当于求

自变量为何值时两个函数值相等，以及这个函数值是多

少；从 “形”的角度看，解这样的方程组，相当于确定两

条直线的公共点的坐标．

例　１号探测气球从海拔５ｍ处出发，以１ｍ／ｍｉｎ的速
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度上升．与此同时，２号探测气球从海拔１５ｍ处出发，以

０．５ｍ／ｍｉｎ的速度上升．两个气球都上升了１ｈ．

（１）用式子分别表示两个气球所在位置的海拔狔 （单

位：ｍ）关于上升时间狓 （单位：ｍｉｎ）的函数关系．

（２）在某时刻两个气球能否位于同一高度？如果能，这

时气球上升了多长时间？位于什么高度？

分析：由于气球的速度已知，根据海拔和速度、时间之

间的关系，容易列出气球的海拔狔 关于时间狓 的函数解析

式，但要注意其中自变量狓的取值范围．当两个气球位于同

一高度时，对于自变量狓（时间）在这时的值，两个函数值

狔（海拔）相等．

解：（１）气球上升时间狓满足０≤狓≤６０．

对于１号气球，函数解析式为狔＝狓＋５ （０≤狓≤６０）；

对于２号气球，函数解析式为狔＝０．５狓＋１５（０≤狓≤６０）．

（２）在某时刻两个气球位于同一高度，就是说这一时刻

两个函数的函数值相等．解方程组

狔＝狓＋５，

狔＝０．５狓＋１５，
烅

烄

烆

即
狓－狔＝－５，

０．５狓－狔＝－１５，
烅

烄

烆

得
狓＝２０，

狔＝２５．
烅

烄

烆

由此可知，当上升２０ｍｉｎ时，两个气球都位于海

拔２５ｍ的高度．

我们也可以用一次函数的图象解释上述问题的解答．如图

２３．４１，在同一直角坐标系中，画出一次函数狔＝狓＋５和狔＝

０．５狓＋１５的图象．这两条直线的交点坐标为 （２０，２５），这也说
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明当上升２０ｍｉｎ时，两个气球都位于海拔２５ｍ的高度．

y

xO

25

20

P(20,25)

40 60

50
y x 5

y x0.5 15

图２３．４１

	�

方程 （组）与函数之间互相联系，从函数的角度可

以把它们统一起来．解决问题时，应根据具体情况灵活

地把它们结合起来考虑．

���������

１．当自变量狓取何值时，函数狔＝
５

２
狓＋１与狔＝５狓＋

１７的值相等？这个函数值是多少？

２．在越野滑雪比赛的某一时刻，运动员Ａ距终点９ｋｍ，

运动员Ｂ距终点８．５ｋｍ，Ａ，Ｂ分别以０．３ｋｍ／ｍｉｎ和

０．２５ｋｍ／ｍｉｎ的速度继续匀速滑行．

（１）分别写出 Ａ，Ｂ与终点的距离狔 （单位：ｋｍ）

关于滑行时间狓 （单位：ｍｉｎ）的函数关系；
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（２）Ａ能否追上Ｂ？如果能，这时他们滑行了多长

时间？距终点多远？

３．某电信公司对手机的收费标准如下表：

月租费 通话每分收费

Ａ类 １８元 ０．１元

Ｂ类 无 ０．２元

（１）两种收费标准的用户每月的手机费狔 （单位：

元）关于通话时间狓 （单位：ｍｉｎ）的函数解析

式分别是什么？

（２）通话时间多长时，按两类收费标准缴纳的费用

一样？

１７１
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１．根据下表的数据，在直角坐标系中画出

世界人口增长曲线图．

世界人口数统计表

年份狓 １９６０ １９７４ １９８７ １９９９ ２０１０

人口数狔／亿 ３０ ４０ ５０ ６０ ６９

２．选择一个近似于人口增长曲线的一次函

数，写出它的解析式．

３．按照这样的增长趋势，估计２０２０年的世

界人口数．
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小　结

一、本章知识结构图
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二、回顾与思考

１．客观世界中存在大量的变量，函数是描述变量之间

对应关系的数学模型．举例说明两个变量狓和狔满足什么条

件时，狔是狓的函数．

２．变量间的对应关系可以用不同的方法来表示，函数

有哪些表示法？它们各有什么优点？请举例说明．

３．一次函数是一种最基本的函数，我们可以数形结合

地认识它．狔＝犽狓＋犫的图象是什么图形？常数犽对函数狔＝

犽狓＋犫的图象有什么影响？由此能说明狔与狓 之间的什么

变化规律？

４．待定系数法是确定函数解析式的方法之一，已知一次函

数的图象上的两个点的坐标，怎样求一次函数的解析式？

５．函数有广泛的应用，举例说明如何利用函数解决实

际问题．
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１．小亮现已存款２００元，为赞助 “希望工程”，他计

划今后三年每月存款１０元．存款总金额狔 （单位：

元）将随时间狓 （单位：月）的变化而改变，指出

其中的常量与变量，自变量与函数，并写出函数解

析式．

２．用描点法画出函数狔＝
１

狓
（狓＞０）的图象．

３．判断下列各点是否在函数狔＝２狓＋６的图象上．这

个函数的图象与坐标轴交于何处？

（１，８），（－５，－４），（－７，２０），（２，１０）．

４．填空：

（１）直线狔＝４狓经过第　　　　象限，狔随狓的增

大而　　　　；

（２）直线狔＝－
２

３
狓＋１经过第　　　　象限，狔随

狓的增大而　　　　．

５．画出函数狔＝－０．５狓和狔＝３狓－２的图象．

６．根据下列条件分别确定函数狔＝犽狓＋犫的解析式：

（１）狔与狓成正比例，当狓＝５时，狔＝６；

（２）直线狔＝犽狓＋犫经过点 （３，６）与点 （１２，－
１

２）．
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７．试根据函数狔＝３狓－１５的性质或图象，确定狓 取

何值时：

（１）狔＝０；

（２）狔＞０；

（３）狔＜０．

８．修筑一条高速公路的工程预算为３００万元／ｋｍ，设

公路总长狓ｋｍ，计划的总成本狔 （单位：万元）

与狓是什么关系？写出表示这一关系的解析式，并

画出图象．

����

９．在某火车站托运物品时，不超过１ｋｇ的物品需付２

元，以后每增加１ｋｇ （不足１ｋｇ按１ｋｇ计）需增

加托运费０．５元．设托运狆ｋｇ （狆为整数）物品的

费用为犮元，试写出犮的计算公式．

１０．某水果批发市场规定，批发苹果不少于１００ｋｇ时，

批发价为２．５元／ｋｇ．小王携带现金３０００元到这市

场采购苹果，并以批发价买进．设购买的苹果为

狓ｋｇ，小王付款后还剩余现金狔元，试写出狔关于

狓的函数解析式，并指出自变量狓的取值范围．

１１．已知等腰三角形的周长为２０．

（１）写出底边长狔 关于腰长狓 的函数解析式 （狓

为自变量）；

（２）写出自变量的取值范围；

（３）在平面直角坐标系中，画出这个函数的图象．
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１２．已知点犃（８，０）及在第一象限的动点犘（狓，狔），

且狓＋狔＝１０．设△犗犘犃 的面积为犛．

（１）求犛关于狓的函数解析式；

（２）求狓的取值范围；

（３）当犛＝１２时，求点犘 的坐标；

（４）画出函数犛的图象．

１３．Ａ，Ｂ两地相距２５ｋｍ．甲８：００由Ａ地出发骑自

行车去Ｂ地，平均速度为１０ｋｍ／ｈ；乙９：３０由

Ａ地出发乘汽车也去Ｂ地，平均速度为４０ｋｍ／ｈ．

（１）分别写出两个人的行程关于时刻的函数解析式；

（２）乙能否在途中超过甲？如果能超过，何时超过？


���

１４．一个有进水管与出水管的容器，从某时刻开始

４ｍｉｎ内只进水不出水，在随后的８ｍｉｎ内既进水

又出水，每分的进水量和出水量是两个常数．容

器内的水量狔 （单位：Ｌ）与时间狓 （单位：ｍｉｎ）

之间的关系如图所示．

O

20

30

124 8

10

y L

x min

（第１４题）
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（１）当０≤狓≤４时，求狔关于狓的函数解析式．

（２）当４＜狓≤１２时，求狔关于狓的函数解析式．

（３）每分进水、出水各多少升？

１５．一次越野赛跑中，小明和小刚同时出发，当小明

跑了１６００ｍ时，小刚跑了１４５０ｍ．此后两人分

别以犪ｍ／ｓ和犫ｍ／ｓ的速度匀速跑，１００ｓ时小刚

追上小明，２００ｓ时小刚到达终点，３００ｓ时小明

到达终点．

（１）犪 和犫各是多少？

（２）这次越野赛跑的全程为多少米？
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第二十四章　数据的分析

用样本估计总体是统计的基本思想．当所要

考察的总体中个体很多或者考察会对有关对象带

有破坏性时，我们常常通过用样本估计总体的方
法来了解总体．看下面的问题：

农科院为了选出适合某地种植的甜玉米种

子，对甲、乙两个品种各用１０块自然条件相同
的试验田进行试验，得到各试验田每公顷的产量
（见下表）．根据这些数据，应为农科院选择甜玉
米种子提出怎样的建议呢？

甜玉米的产量和产量的稳定性是农科院选择

种子时所关心的问题．如何考察一种甜玉米的产

量和产量的稳定性呢？这要用到本章将要学习的

用样本的平均数和方差估计总体的平均数和方差

等知识．
通过本章的学习，你将对数据的作用有更多

的认识，对用样本估计总体的思想有更深的体会．
品种 各试验田每公顷产量／ｔ

甲
７．６５ ７．５０ ７．６２ ７．５９ ７．６５

７．６４ ７．５０ ７．４０ ７．４１ ７．４１

乙
７．５５ ７．５６ ７．５３ ７．４４ ７．４９

７．５２ ７．５８ ７．４６ ７．５３ ７．４９

狓甲≈７．５３７　狓乙≈７．５１５

狊２甲≈０．０１０　狊２乙≈０．００２
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２４．１ 数据的集中趋势

当我们收集到数据后，通常是用统计图表整理和描述数

据．为了进一步获取信息，还需要对数据进行分析．以前通

过数据计算，我们学习了平均数，知道它可以反映一组数据

的平均水平．本节我们将在实际问题情境中，进一步探讨平

均数的统计意义，并学习中位数、众数和方差等另外几个统

计中常用来刻画数据特征的量，了解它们在数据分析中的重

要作用．

２４１１　平均数

问题１　一家公司打算招聘一名英文翻译．对甲、乙两

名应试者进行了听、说、读、写的英语水平测试，他们的各

项成绩 （百分制）如表２４１所示．

表２４１

应试者 听 说 读 写

甲 ８５ ７８ ８５ ７３

乙 ７３ ８０ ８２ ８３

（１）如果这家公司想招一名综合能力较强的翻译，计算

两名应试者的平均成绩．从他们的成绩看，应该录取谁？

（２）如果这家公司想招一名笔译能力较强的翻译，

听、说、读、写成绩按照２∶１∶３∶４的比确定，计算两
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名应试者的平均成绩．从他们的成绩看，应该录取谁？

对于问题 （１），根据平均数公式，甲的平均成绩为

８５＋７８＋８５＋７３

４
＝８０．２５，

乙的平均成绩为

７３＋８０＋８２＋８３

４
＝７９．５．

因为甲的平均成绩比乙高，所以应该录取甲．

　　权的原含义

是 “称锤”，这里

有表示数据重要

程度的意思．

对于问题 （２），听、说、读、写成绩按照２∶１∶３∶４

的比确定，这说明各项成绩的 “重要程度”有所不同，读、

写的成绩比听、说的成绩更加 “重要”．因此，甲的平均成

绩为

８５×２＋７８×１＋８５×３＋７３×４

２＋１＋３＋４
＝７９．５，

乙的平均成绩为

７３×２＋８０×１＋８２×３＋８３×４

２＋１＋３＋４
＝８０．４．

因为乙的平均成绩比甲高，所以应该录取乙．

上述问题 （１）是利用平均数的公式计算平均成绩，其

中的每个数据被认为同等重要．而问题 （２）是根据实际需

要对不同类型的数据赋予与其重要程度相应的比重，其中的

２，１，３，４分别称为听、说、读、

写四项成绩的权 （ｗｅｉｇｈｔ），相应的

平均数７９．５，８０．４分别称为甲和乙

的听、说、读、写四项成绩的加权

平均数 （ｗｅｉｇｈｔｅｄａｖｅｒａｇｅ）．
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一般地，若狀 个数狓１，狓２，…，狓狀 的权分别是 狑１，

狑２，…，狑狀，则

狓１狑１＋狓２狑２＋…＋狓狀狑狀
狑１＋狑２＋…＋狑狀

叫做这狀个数的加权平均数．

	�

如果这家公司想招一名口语能力较强的翻译，听、

说、读、写成绩按照３∶３∶２∶２的比确定，那么甲、

乙两人谁将被录取？与上述问题中的 （１）（２）相比较，

你能体会到权的作用吗？

例１　一次演讲比赛中，评委将从演讲内容、演讲能力、

演讲效果三个方面为选手打分．各项成绩均按百分制计，然

后再按演讲内容占５０％、演讲能力占４０％、演讲效果占

１０％，计算选手的综合成绩 （百分制）．进入决赛的前两名选

手的单项成绩如表２４２所示，请确定两人的名次．

表２４２

选手 演讲内容 演讲能力 演讲效果

Ａ ８５ ９５ ９５

Ｂ ９５ ８５ ９５

分析：这个问题可以看成是求两名选手三项成绩的加权

平均数，５０％，４０％，１０％说明演讲内容、演讲能力、演讲

效果三项成绩在总成绩中的重要程度，是三项成绩的权．
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解：选手Ａ的最后得分是

８５×５０％＋９５×４０％＋９５×１０％

５０％＋４０％＋１０％
＝９０，

选手Ｂ的最后得分是

９５×５０％＋８５×４０％＋９５×１０％

５０％＋４０％＋１０％
＝９１．

由上可知选手Ｂ获得第一名，选手Ａ获得第二名．

例１中两名选手的单项成绩都是两个９５分与一个８５

分，但他们最后的得分却不同，这体现了权的作用．

��������

１．晨光中学规定学生的学期体育成绩满分为１００，其中早

锻炼及体育课外活动占２０％，期中考试成绩占３０％，

期末考试成绩占５０％．小桐的三项成绩 （百分制）依次

是９５，９０，８５．小桐这学期的体育成绩是多少？

２．某公司欲招聘一名公关人员．对甲、乙两位应试者进

行了面试和笔试，他们的成绩 （百分制）如下表

所示．

应试者 面试 笔试

甲 ８６ ９０

乙 ９２ ８３

（１）如果公司认为面试和笔试成绩同等重要，从他

们的成绩看，谁将被录取？
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（２）如果公司认为，作为公关人员面试成绩应该比

笔试成绩更重要，并分别赋予它们６和４的

权，计算甲、乙两人各自的平均成绩，谁将被

录取？

３．某商场招聘员工一名，现有甲、乙、丙三人竞聘．通

过计算机、语言和商品知识三项测试，他们各自成

绩 （百分制）如下表所示．

应试者 计算机 语言 商品知识

甲 ７０ ５０ ８０

乙 ９０ ７５ ４５

丙 ５０ ６０ ８５

（１）如果商场需要招聘负责将商品拆装上架的人员，

对计算机、语言和商品知识分别赋权２，３，５，

计算三名应试者的平均成绩．从成绩看，应该录

取谁？

（２）若商场需要招聘电脑收银员，计算机、语言、

商品知识成绩分别占５０％，３０％，２０％，计算

三名应试者的平均成绩．从成绩看，应该录

取谁？

例２　某跳水队为了解运动员的年龄情况，作了一次

年龄调查，结果如下：１３岁８人，１４岁１６人，１５岁２４

人，１６岁２人．求这个跳水队运动员的平均年龄 （结果取
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整数）．

分析：本例中不同年龄的运动员的人数可以看作相应年

龄的权，所以计算平均年龄可以用加权平均数的公式．

解：这个跳水队运动员的平均年龄为

狓＝
１３×８＋１４×１６＋１５×２４＋１６×２

８＋１６＋２４＋２
≈１４ （岁）．

��

为了解５路公共汽车的运营情况，公交部门统计了

某天５路公共汽车每个运行班次的载客量，得到表

２４３．这一天５路公共汽车平均每班的载客量是多少

（结果取整数）？

　　数据分组后，

一个小组的组中值

是指这个小组的两

个端点的数的平均

数．例如，小组１≤

狓＜２１的组中值为

１＋２１

２
＝１１．

表２４３

载客量／人 组中值 频数 （班次）

１≤狓＜２１ １１ ３

２１≤狓＜４１ ３１ ５

４１≤狓＜６１ ５１ ２０

６１≤狓＜８１ ７１ ２２

８１≤狓＜１０１ ９１ １８

１０１≤狓＜１２１ １１１ １５
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根据上面的频数分布表求平均数时，统计中常用各组的

组中值代表各组的实际数据，把各组的频数看作相应组中值

的权．例如，把在１≤狓＜２１之间的载客量近似地看作组中

值１１，组中值１１的权是它的频数３．因此，这一天５路公共

汽车平均每班的载客量是

狓＝
１１×３＋３１×５＋５１×２０＋７１×２２＋９１×１８＋１１１×１５

３＋５＋２０＋２２＋１８＋１５

≈７３ （人）．

一般的计算器都有统计功能，利用统计功能可以求平均

数．使用计算器的统计功能求平均数时，不同品牌的计算器

的操作步骤有所不同，操作时需要参阅计算器的使用说明

书．通常需要先按动有关键，使计算器进入统计状态；然后

依次输入数据狓１，狓２，…，狓犽 以及它们的权犳１，犳２，…，

犳犽；最后按动求平均数的功能键 （例如狓键），计算器便会

求出平均数狓＝
狓１犳１＋狓２犳２＋…＋狓犽犳犽

狀
的值．

��������

１．下表是校女子排球队队员的年龄分布．

年龄／岁 １３ １４ １５ １６

人数 １ ４ ５ ２

求校女子排球队队员的平均年龄 （结果取整数，可

以使用计算器）．
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（第２题）

２．为了绿化环境，柳荫街引进一批法国梧桐．三年后这

些树的树干的周长情况如图所示．计算这批法国梧桐

树树干的平均周长 （结果取整数，可以使用计算器）．

３．某公司有１５名员工，他们所在部门及相应每人所创

年利润如下表所示．

部门 人数 每人所创年利润／万元

Ａ １ １０

Ｂ ３ ８

Ｃ ７ ５

Ｄ ４ ３

这个公司平均每人所创年利润是多少？

４．某地某个月中午１２时的气温 （单位：℃）如下：

２２　３１　２５　１３　１８　２３　１３　２８　３０　２２

２０　２０　２７　１７　２８　２１　１４　１４　２２　１２

１８　２１　２９　１５　１６　１４　３１　２４　２６　２９
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（１）求这个月中午１２时的平均气温 （结果取整数）；

（２）请以４为组距对数据分组，作出频数分布表，

根据频数分布表计算这个月中午１２时的平均气

温，与 （１）中的结果比较，你有什么发现，谈

谈你的看法．

我们知道，当所要考察的对象很多，或者考察会对有关

对象带有破坏性时，统计中常常通过用样本估计总体的方法

来获得对总体的认识．例如，实际生活中经常用样本的平均

数来估计总体的平均数．

例３　某灯泡厂为测量一批灯泡的使用寿命，从中随机

抽查了５０只灯泡，它们的使用寿命如表２４４所示．这批灯

泡的平均使用寿命是多少？

表２４４

使用寿命狓／ｈ
６００≤狓

＜１０００

１０００≤狓

＜１４００

１４００≤狓

＜１８００

１８００≤狓

＜２２００

２２００≤狓

＜２６００

只数 ５ １０ １２ １７ ６

　　用全面调查的

方法考察这批灯泡

的平均使用寿命合

适吗？

分析：抽出的５０只灯泡的使

用寿命组成一个样本．可以利用样

本的平均使用寿命来估计这批灯泡

的平均使用寿命．

解：根据表２４４，可以得出各

小组的组中值，于是
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狓＝
８００×５＋１２００×１０＋１６００×１２＋２０００×１７＋２４００×６

５０

＝１６７２，

即样本平均数为１６７２．

因此，可 以 估 计 这 批 灯 泡 的 平 均 使 用 寿 命 大 约

是１６７２ｈ．

��������
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（第２题）

１．为了检查一批零件的质量，从中随机抽取１０件，测

得它们的长度 （单位：ｍｍ）如下：

２２．３６　２２．３５　２２．３３　２２．３５　２２．３７

２２．３４　２２．３８　２２．３６　２２．３２　２２．３５

根据以上数据，估计这批零件的平均长度．

２．种菜能手李大叔种植了一批新品种黄瓜．为了考察这

种黄瓜的生长情况，他随机抽查了部分黄瓜藤上长出

的黄瓜根数，得到如图所示的条形图．请估计这个新

品种黄瓜平均每株结多少根黄瓜 （结果取整数）．
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３．某水库为了解某种鱼的生长情况，从水库中随机捕捞

了１０条这种鱼，称得它们的质量 （单位：ｋｇ）如下：

１．１５　１．０４　１．１１　１．０７　１．１０　１．３２　１．２５　

１．１９　１．１５　１．２１

计算样本平均数 （结果保留小数点后两位），并根据

计算结果估计水库中这种鱼的平均质量．

４．某校有１２０名女生参加了今年中考体育的５０ｍ跑，

学校为了解测试情况，从中随机抽取１０个数据如下

表．请估计这个学校女生５０ｍ跑的平均成绩．

考生

编号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

成绩／ｓ９．３９．６１０．５９．６９．８１０．２１１．９１１．３８．８１０．６

２４１２　中位数和众数

问题２　表２４５是某公司员工月收入的资料．

表２４５

月收入／元４５０００１８０００１００００５５００ ５０００ ３４００ ３０００１０００

人数 １ １ １ ３ ６ １ １１ １

（１）计算这个公司员工月收入的平均数；

（２）若用 （１）算得的平均数反映公司全体员工月收入

水平，你认为合适吗？

这个公司员工月收入的平均数为６２７６．但在２５名员工

中，仅有３名员工的月收入在６２７６元以上，而另外２２名员
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工的月收入都在６２７６元以下．因此，用月收入的平均数反

映所有员工的月收入水平，不太合适．利用中位数可以更好

地反映这组数据的集中趋势．

将一组数据按照由小到大 （或由大到小）的顺序排列，

如果数据的个数是奇数，则称处于中间位置的数为这组数据

的中位数 （ｍｅｄｉａｎ）；如果数据的个数是偶数，则称中间两

个数据的平均数为这组数据的中位数．

利用中位数分析数据可以获得一些信息．例如，上述问

题中将公司２５名员工月收入数据由小到大排列，得到的中

位数为３４００，这说明除去月收入为３４００元的员工，一半

员工收入高于３４００元，另一半员工收入低于３４００元．

	�

上述问题中公司员工月收入的平均数为什么会比中

位数高得多呢？

例４　在男子组一分单人跳绳比赛中，随机抽取１２名

选手，他们的成绩 （单位：次）如下：

２０６　１９７　２０２　１８６　１９４　２１４

２２１　２０９　１９７　２０４　１８９　２１０

（１）样本数据 （１２名选手的成绩）的中位数是多少？

（２）如果一名选手的成绩为２０７次，他的成绩如何？

解：（１）先将样本数据按照由小到大的顺序排列：

１８６１８９１９４１９７１９７２０２２０４２０６２０９２１０２１４２２１
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这组数据的中位数为处于中间的两个数２０２，２０４的平均

数，即

２０２＋２０４

２
＝２０３．

　　根据例４中的

样本数据，你还有

其他方法评价 （２）

中这名选手在这次

比赛中的表现吗？

因此样本数据的中位数是２０３．

（２）根据 （１）中得到的样本

数据的中位数，可以估计，在这次

跳绳比赛中，大约有一半选手的成

绩多于２０３次，有一半选手的成绩

少于２０３次．这名选手的成绩是

２０７次，多于中位数２０３次，可以

推测他的成绩比一半以上选手的成

绩好．

��������
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（第１题）

１．下面的条形图描述了某车间工人日加工零件数的情况．
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　请找出这些工人日加工零件数的中位数，并说明这个

中位数的意义．

２．在一次中学生田径运动会上，参加男子跳高的１５名

运动员的成绩如下表所示．

成绩／ｍ １．５０ １．６０ １．６５ １．７０ １．７５ １．８０

人数 ２ ３ ２ ３ ４ １

这些运动员成绩的平均数、中位数分别是多少？（结

果保留小数点后两位）

３．在某城市中随机抽取１０个家庭，调查得到每个家庭

的人均月收入数据如下 （单位：元）：

２３００ ２９００ ３４００ ３６００ ３８００

４２００ ５７００ ６５００ ６８００ １２０００

（１）这些家庭的人均月收入的平均数、中位数分别

为多少？

（２）小明在计算平均数和中位数的时候，误把１２０００看

成１２００，他计算的结果分别为多少？和真实值比

较，平均数和中位数哪个受这个错误的影响更大？

一组数据中出现次数最多的数据称为这组数据的众数

（ｍｏｄｅ）．

当一组数据有较多的重复数据时，众数往往能更好地

反映其集中趋势．例如，问题２中公司员工月收入的众数

为３０００，这说明公司中月收入３０００元的员工人数最多．

如果应聘公司的普通员工一职，这个众数能提供更为有用
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的信息．

例５　一家鞋店在一段时间内销售了某种女鞋３０双，

各种尺码鞋的销售量如表２４６所示．你能根据表中的数据

为这家鞋店提供进货建议吗？

表２４６

尺码／ｃｍ ２２ ２２．５ ２３ ２３．５ ２４ ２４．５ ２５

销售量／双 １ ２ ５ １１ ７ ３ １

分析：一般来讲，鞋店比较关心哪种尺码的鞋的销售量

最大，也就是关心卖出的鞋的尺码组成的一组数据的众数．

一段时间内卖出的３０双女鞋的尺码组成一个样本数据，通

过分析样本数据可以找出样本数据的众数．进而可以估计这

家鞋店销售哪种尺码的鞋最多．

　　分析表中的数

据，你还能为鞋店

进货提出哪些建议？

解：由表２４６可以看出，在

鞋的尺码组成的数据中，２３．５是

这组数据的众数，即２３．５ｃｍ的鞋

销售量最大．因此可以建议鞋店多

进２３．５ｃｍ的鞋．

��������

１．下面的扇形图描述了某种运动服的Ｓ号，Ｍ 号，Ｌ

号，ＸＬ号，ＸＸＬ号在一家商场的销售情况．请你为

这家商场提出进货建议．
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（第１题）

２．某校男子足球队的年龄分布如条形图所示．请找出这

些队员年龄的平均数、众数、中位数，并解释它们

的意义．
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（第２题）

３．为了提高农民收入，村干部带领村民自愿投资办起

了一个养鸡场．办场时买来的１０００只小鸡，经过一

段时间精心饲养，可以出售了．下表是这些鸡出售时

质量的统计数据．
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质量／ｋｇ １．０ １．２ １．５ １．８ ２．０

只数 １１２ ２２６ ３２３ ２４１ ９８

（１）出售时这些鸡的平均质量是多少 （结果保留小

数点后一位）？

（２）质量在哪个值的鸡最多？

（３）中间的质量是多少？

平均数、中位数和众数都可以反映一组数据的集中趋

势，它们各有自己的特点，能够从不同的角度提供信息．在

实际应用中，需要分析具体问题的情况，选择适当的量反映

数据的集中趋势．

　　确定一个适当

的月销售目标是一

个关键问题．如果

目标定得太高，多

数营业员完不成任

务，会使营业员失

去信心；如果目标

定得太低，不能发

挥营业员的潜力．

例６　某商场服装部为了调动营

业员的积极性，决定实行目标管理，

根据目标完成的情况对营业员进行

适当的奖励．为了确定一个适当的月

销售目标，商场服装部统计了每个

营业员在某月的销售额 （单位：万

元），数据如下：

　１７１８１６１３２４１５２８２６１８１９

　２２１７１６１９３２３０１６１４１５２６

　１５３２２３１７１５１５２８２８１６１９

（１）月销售额在哪个值的人数最多？中间的月销售额是

多少？平均月销售额是多少？
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（２）如果想确定一个较高的销售目标，你认为月销售额

定为多少合适？请说明理由．

（３）如果想让一半左右的营业员都能达到销售目标，你

认为月销售额定为多少合适？请说明理由．

分析：商场服装部统计的每个营业员在某月的销售额组

成一个样本，通过分析样本数据的平均数、中位数、众数来

估计总体的情况，从而解决问题．

解：整理上面的数据得到表２４７和图２４．１１．

表２４７

销售额／万元 １３１４１５１６１７１８１９２２２３２４２６２８３０ ３２

人数 １ １ ５ ４ ３ ２ ３ １ １ １ ２ ３ １ ２

0

2

4

6

13

��

14 15 16 17 18 19 22 23 24 26 28 30 32 ��� ��

1

3

5

图２４．１１

　　用图表整理

和描述样本数据，

有助于我们分析

数据解决问题．

（１）从表２４７或图２４．１１可以

看出，样本数据的众数是１５，中位

数是１８，利用计算器求得这组数据

的平均数约是２０．可以推测，这个
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服装部营业员的月销售额为１５万元的人数最多，中间的月

销售额是１８万元，平均月销售额大约是２０万元．

（２）如果想确定一个较高的销售目标，这个目标可以定

为每月２０万元 （平均数）．因为从样本数据看，在平均数、

中位数和众数中，平均数最大．可以估计，月销售额定为每

月２０万元是一个较高目标，大约会有
１

３
的营业员获得奖励．

（３）如果想让一半左右的营业员能够达到销售目标，月

销售额可以定为每月１８万元 （中位数）．因为从样本情况

看，月销售额在１８万元以上 （含１８万元）的有１６人，占

总人数的一半左右．可以估计，如果月销售额定为１８万元，

将有一半左右的营业员获得奖励．

	�

　　你知道在体操比

赛评分时，为什么要

去掉一个最高分和一

个最低分吗？

平均数、中位数、众数都刻

画了数据的集中趋势，但它们各

有特点．

平均数的计算要用到所有的

数据，它能够充分利用数据提供

的信息，因此在现实生活中较为常用．但它受极端值

（一组数据中与其余数据差异很大的数据）的影响较大．

当一组数据中某些数据多次重复出现时，众数往往

是人们关心的一个量，众数不易受极端值的影响．

中位数只需要很少的计算，它也不易受极端值的影响．
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１．在一次青年歌手演唱比赛中，评分办法采用１０位评委

现场打分，每位选手的最后得分为去掉一个最低分和一

个最高分后的平均数．已知１０位评委给某位歌手的打

分是：

９．５ ９．５ ９．３ ９．８ ９．４ ８．８ ９．６ ９．５ ９．２ ９．６

求这位歌手的最后得分．

２．下面是某校八年级（２）班两组女生的体重（单位：ｋｇ）：

第１组　３５　３６　３８　４０　４２　４２　７５

第２组　３５　３６　３８　４０　４２　４２　４５

（１）分别求这两组数据的平均数、众数、中位数，

并解释它们的实际意义 （结果取整数）；

（２）比较这两组数据的平均数、众数、中位数，谈

谈你对它们的认识．

３．如图是交警在一个路口统计的某个时段来往车辆的

车速情况．应用你所学的统计知识，写一份简短的报

告，让交警知道这个时段路口来往车辆的车速情况．

８９１



!"#+%&*,-./

２４．２ 数据的波动程度

在统计学中，除了平均数、中位数、众数这类刻画数据

集中趋势的量以外，还有一类刻画数据波动 （离散）程度的

量，其中最重要的就是方差．本节我们将在实际问题情境

中，了解方差的统计意义并运用方差解决问题．

我们来看引言中的问题．

问题　农科院计划为某地选择合适的甜玉米种子．选择

种子时，甜玉米的产量和产量的稳定性是农科院所关心的问

题．为了解甲、乙两种甜玉米种子的相关情况，农科院各用

１０块自然条件相同的试验田进行试验，得到各试验田每公

顷的产量 （单位：ｔ）如表２４８所示．

表２４８

甲 ７．６５７．５０７．６２７．５９７．６５７．６４７．５０７．４０７．４１ ７．４１

乙 ７．５５７．５６７．５３７．４４７．４９７．５２７．５８７．４６７．５３ ７．４９

根据这些数据估计，农科院应该选择哪种甜玉米种子呢？

　　由样本平均

数 估 计 总 体 平

均数．

上面两组数据的平均数分别是

狓甲≈７．５３７，狓乙≈７．５１５，

说明在试验田中，甲、乙两种甜玉

米的平均产量相差不大．由此可以估

计出这个地区种植这两种甜玉米，

它们的平均产量相差不大．
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为了直观地看出甲、乙两种甜玉米产量的情况，我们把

这两组数据画成下面的图２４．２１和图２４．２２．
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图２４．２１　甲种甜玉米的产量
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图２４．２２　乙种甜玉米的产量

比较上面的两幅图可以看出，甲种甜玉米在各试验田的

产量波动较大，乙种甜玉米在各试验田的产量较集中地分布

在平均产量附近．从图中看出的结果能否用一个量来刻

画呢？
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为了刻画一组数据波动的大小，可以采用很多方法．统

计中常采用下面的做法：设有狀个数据狓１，狓２，…，狓狀，各

数据与它们的平均数狓的差的平方分别是

狓１－狓（ ）２，狓２－狓（ ）２，…，狓狀－狓（ ）２．

我们用这些值的平均数，即用

１

狀
［狓１－狓（ ）２＋狓２－狓（ ）２＋…＋狓狀－狓（ ）２］

来衡量这组数据波动的大小，并把它叫做这组数据的方差

（ｖａｒｉａｎｃｅ），记作 “狊２”．

从上面计算方差的式子可以看出：当数据分布比较分散

（即数据在平均数附近波动较大）时，各个数据与平均数的

差的平方和较大，方差就较大；当数据分布比较集中时，各

个数据与平均数的差的平方和较小，方差就较小．反过来也

成立，这样就可以用方差刻画数据的波动程度，即方差越

大，数据的波动越大；方差越小，数据的波动越小．

下面我们利用方差来分析甲、乙两种甜玉米产量的波动

程度．两组数据的方差分别是

狊２甲＝
（７．６５－７．５３７）２＋（７．５０－７．５３７）２＋…＋（７．４１－７．５３７）２

１０
≈０．０１０，

狊２乙＝
（７．５５－７．５１５）２＋（７．５６－７．５１５）２＋…＋（７．４９－７．５１５）２

１０
≈０．００２．

显然狊２甲＞狊２乙，即甲种甜玉米产量的波动较大，这与我们从

图２４．２１和图２４．２２看到的结果一致．

由此可知，在试验田中，乙种甜玉米的产量比较稳定．

正如用样本的平均数估计总体的平均数一样，也可以用样本

的方差来估计总体的方差．因此可以推测，在这个地区种植

１０２
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乙种甜玉米的产量比甲种的稳定．综合考虑甲、乙两个品种

的平均产量和产量的稳定性，可以推测这个地区比较适合种

植乙种甜玉米．

例１　在一次芭蕾舞比赛中，甲、乙两个芭蕾舞团都表

演了舞剧 《天鹅湖》，参加表演的女演员的身高 （单位：

ｃｍ）如表２４９所示．

表２４９

甲 １６３ １６４ １６４ １６５ １６５ １６６ １６６ １６７

乙 １６３ １６５ １６５ １６６ １６６ １６７ １６８ １６８

哪个芭蕾舞团女演员的身高更整齐？

解：甲、乙两团演员的身高平均数分别是

狓甲＝
１６３＋１６４×２＋１６５×２＋１６６×２＋１６７

８
＝１６５，

狓乙＝
１６３＋１６５×２＋１６６×２＋１６７＋１６８×２

８
＝１６６．

方差分别是

狊２甲＝
１６３－１６５（ ）２＋１６４－１６５（ ）２＋…＋１６７－１６５（ ）２

８
＝１．５，

狊２乙＝
１６３－１６６（ ）２＋１６５－１６６（ ）２＋…＋１６８－１６６（ ）２

８
＝２．５．

由狊２甲＜狊２乙 可知，甲芭蕾舞团女演员的身高更整齐．

使用计算器的统计功能可以求方差．在使用计算器的统

计功能求方差时，不同品牌的计算器的操作步骤有所不同，

２０２
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操作时需要参阅计算器的使用说明书．通常需要先按动有关

键，使计算器进入统计状态；然后依次输入数据 狓１，

狓２，…，狓狀；最后按动求方差的功能键 （例如σ狓２键），计算

器便会求出方差

狊２＝
１

狀
［狓１－狓（ ）２＋狓２－狓（ ）２＋…＋狓狀－狓（ ）２］

的值．

��������

１．用条形图表示下列各组数据，计算并比较它们的平均数

和方差，体会方差是怎样刻画数据的波动程度的．

（１）６　６　６　６　６　６　６

（２）５　５　６　６　６　７　７

（３）３　３　４　６　８　９　９

（４）３　３　３　６　９　９　９

２．甲、乙两名射击运动员的１０次射击训练成绩如下表

所示．

甲 ７ ７ ８ ９ ８ ９ １０ ９ ９ ９

乙 ８ ９ ７ ８ １０ ７ ９ １０ ７ １０

甲、乙这１０次射击成绩的方差哪个大？

３．甲、乙两台机床同时生产一种零件．在１０天中，两

台机床每天出次品的数量如下表．

甲 ０ １ ０ ２ ２ ０ ３ １ ２ ４

乙 ２ ３ １ １ ０ ２ １ １ ０ １

３０２
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（１）分别计算两组数据的平均数和方差；

（２）从计算的结果看，在１０天中，哪台机床出次品

的平均数较小？哪台机床出次品的波动较小？

４．甲、乙两台包装机同时包装糖果．从中各随机抽出

１０袋，测得它们的实际质量 （单位：ｇ）如下表．

甲 ５０１ ５０６ ５０８ ５０８ ４９７ ５０８ ５０６ ５０８ ５０７ ４９９

乙 ５０５ ５０７ ５０５ ４９８ ５０５ ５０６ ５０５ ５０７ ５０６ ５０６

（１）分别计算两组数据的平均数和方差；

（２）哪台包装机包装的糖果的质量比较稳定？

例２　某快餐公司的香辣鸡腿很受消费者欢迎．现有甲、

乙两家农副产品加工厂到快餐公司推销鸡腿，两家鸡腿的价

格相同，品质相近．快餐公司决定通过检查鸡腿的质量 （单

位：ｇ）来确定选购哪家的鸡腿．检查人员从两家的鸡腿中

各随机抽取１０只，记录它们的质量如表２４１０所示．根据表

中数据，你认为快餐公司应该选购哪家加工厂的鸡腿？

表２４１０

甲 ７４ ７４ ７５ ７４ ７６ ７３ ７６ ７３ ７６ ７５

乙 ７５ ７３ ７９ ７１ ７８ ７１ ７３ ７２ ７８ ７６

解：从甲、乙两家农副产品加工厂各随机抽取的１０只

鸡腿分别组成一个样本，样本数据的平均数分别是

狓甲＝
７４＋７４＋…＋７５

１０
＝７４．６，

狓乙＝
７５＋７３＋…＋７６

１０
＝７４．６．

４０２
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样本数据的方差分别是

狊２甲＝
（７４－７４．６）２＋（７４－７４．６）２＋…＋７５－７４．６（ ）２

１０
＝１．２４，

狊２乙＝
（７５－７４．６）２＋（７３－７４．６）２＋…＋７６－７４．６（ ）２

１０
＝８．２４．

由狓甲＝狓乙可知，两家加工厂的鸡腿质量基本相等；由

狊２甲＜狊２乙 可知，甲加工厂的鸡腿质量更稳定，大小更均匀．

因此，快餐公司应该选购甲加工厂生产的鸡腿．

��������

１．为了考察甲、乙两种小麦的长势，分别从中随机抽取

１０株麦苗，测得苗高 （单位：ｃｍ）如下表．

甲 １２ １３ １４ １５ １０ １６ １３ １１ １５ １１

乙 １１ １６ １７ １４ １３ １９ ６ ８ １０ １６

（１）分别计算两种小麦的平均苗高；

（２）哪种小麦的长势比较整齐？

２．某跳远队准备从甲、乙两名运动员中选取成绩稳定

的一名参加比赛．下表是这两名运动员１０次测验成

绩 （单位：ｍ）．

甲 ５．８５５．９３６．０７５．９１５．９９６．１３５．９８６．０５６．００６．１９

乙 ６．１１６．０８５．８３５．９２５．８４５．８１６．１８６．１７５．８５６．２１

你认为应该选择哪名运动员参赛？为什么？

３．在体操比赛中，往往在所有裁判给出的分数中，去

掉一个最高分和一个最低分，然后计算余下分数的平

５０２
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　均分．６个Ｂ组裁判员对某一运动员的打分数据 （动

作完成分）为：

９．４，８．９，８．８，８．９，８．６，８．７．

（１）如果不去掉最高分和最低分，这组数据的平均数

和方差分别是多少 （结果保留小数点后两位）？

（２）如果去掉一个最高分和一个最低分，平均数和方

差又分别是多少 （结果保留小数点后两位）？

（３）你认为哪种统计平均分的方法更合理？

���	�

数据波动程度的几种度量

我们知道，方差是度量数据波动程度的量．此外，统计

中还常用极差、平均差、标准差等来度量数据的波动程度．

一组数据中最大值与最小值的差称为这组数据的极差．

在反映数据波动程度的各种量中，极差是最简单、最便于计

算的一个量．但是它仅仅反映了数据的波动范围，没有提供

数据波动的其他信息，且受极端值的影响较大．

为了更好地刻画数据的波动程度，可以考虑每一个数据

与其平均数的 “距离”．一个自然的想法就是计算每一个数

据与其平均数的差的平均数，即

狓１－狓（ ）＋狓２－狓（ ）＋…＋狓狀－狓（ ）

狀
，

６０２
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想一想，这种做法可行吗？存在什么问题？

上面的做法不可行．因为不论这组数据是什么具体数

值，总有

上式＝
狓１＋狓２＋…＋狓狀－狀狓

狀
＝
狓１＋狓２＋…＋狓狀

狀
－狓＝狓－狓＝０，

所以它不能反映数据的波动程度．

修正上面缺点的一种做法是考虑每个数据与其平均数的

差的绝对值的平均数，即

狓１－狓 ＋狓２－狓 ＋…＋狓狀－狓

狀
，

这个式子可以用来度量数据的波动程度，我们把它叫做这组

数据的平均差．

另一种做法是用方差

狊２＝
狓１－狓（ ）２＋狓２－狓（ ）２＋…＋狓狀－狓（ ）２

狀

来度量数据的波动程度．

此外，人们还引入了标准差的概念．标准差是方差的算

术平方根，即

狊＝
（狓１－狓）２＋（狓２－狓）２＋…＋（狓狀－狓）２

狀槡
．

标准差的单位与原始数据的单位相同，实际中也常用它度量

数据的波动程度．

请同学们利用上面的几种度量数据波动程度的量解决下

面的问题．

一个家具厂有甲、乙两个木料货源．下面是家具厂向两

个货源订货后等待交货天数的样本数据统计表：

７０２
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等待天数 ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４

次数
甲 ０ ０ ２ ８ ７ ３ ０ ０ ０

乙 ４ ２ ０ ６ ２ ２ ２ ０ ２

分别计算样本数据的平均数、极差、平均差、方差和标

准差．根据这些计算结果，看看家具厂从哪个货源进货比较

好？为什么？

８０２
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����

请同学们合作完成下面的活动：

１．全班同学一起讨论，提出５个问题对全

班同学进行调查．例如，全班同学的平均身高是

多少，全班同学的平均体重是多少，等等．

２．全班同学分成五个小组，每个小组选择

一个问题进行调查，并将调查过程和结果向全

班介绍和展示．

３．将各组的结果汇总到一起，得到全班同

学的一个 “平均情况”，找出一位最能代表全班

“平均情况”的同学．

９０２
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小　结

一、本章知识结构图
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二、回顾与思考

１．举例说明平均数、中位数、众数的意义．

２．算术平均数与加权平均数有什么联系和区别？举例

说明加权平均数中 “权”的意义．

３．举例说明怎样用方差刻画数据的波动程度．

４．举例说明刻画数据特征的量在决策中的作用．

５．搜集关于 “统计学”方面的资料 （如学科发展史、

思想方法、人物等），根据资料谈谈你对统计的认识．

０１２
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１．在一次智力抢答比赛中，四个小组回答正确的情况

如图所示．这四个小组平均正确回答多少道题目

（结果取整数）？

0

10 10

5

15

20

��� ��� ��� ��� ��

��
�����

8

12

16

（第１题）

２．为了解某一路口的汽车流量，调查了１０天中同一时

段通过该路口的汽车数量 （单位：辆），结果如下：

１８３２０９１９５１７８２０４２１５１９１２０８１６７１９７

在该时段中，平均每天约有多少辆汽车通过这个

路口？

３．一家公司１０名员工的月薪 （单位：元）是：

４２００　２５００　１７５０　２５００　２５５０　６５００　２５５０

２５５０　１５０００　５２００

（１）计算这组数据的平均数、中位数和众数；

１１２
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　（２）解释本题中平均数、中位数和众数的意义．

４．某年 Ａ，Ｂ两座城市四季的平均气温 （单位：℃）

如下表．

城市 春 夏 秋 冬

Ａ －４ １９ ９ －１０

Ｂ １６ ３０ ２４ １１

（１）分别计算Ａ，Ｂ两座城市的年平均气温 （结果

取整数）；

（２）哪座城市四季的平均气温较为接近？

５．为了在甲、乙两名运动员中选拔一名参加全省跳水

比赛，对他们的跳水技能进行考核．在相同条件

下，各跳了１０次，成绩 （单位：分）如下表．

甲 ７６ ８４ ９０ ８６ ８１ ８７ ８６ ８２ ８５ ８３

乙 ８２ ８４ ８５ ８９ ７９ ８０ ９１ ８９ ７４ ７９

你认为选谁去参加比赛更合适？为什么？

����

６．２０１４年某市城镇民营企业就业人数突破２０万．为了

解民营企业员工每月收入情况，统计局对全市民营

企业员工２０１４年月平均收入进行了随机抽样调查．

如图，抽样的数据按照 “２０００元以内” “２０００～

４０００元”“４０００～６０００元”“６０００元以上”分为四

组，并分别以Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ表示．

（１）本次抽样调查的员工有多少人？在２０１４年民营企

２１２
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（第６题）

业２０万员工中，每月收入在 “２０００～４０００元”

的有多少人？

（２）如果把２０１４年民营企业员工的月收入平均数

４８７２元作为收入的代表，那么结合以上数据，你

认为是否合理？

７．下表是两种股票一周内的交易日收盘价格 （单位：

元／股）．

星期一 星期二 星期三 星期四 星期五

Ａ股票 １１．６２ １１．５１ １１．３９ １１．９４ １１．１７

Ｂ股票 １３．５３ １４．０７ １３．４９ １３．８４ １４．８０

计算它们的平均数和方差 （结果保留小数点后两位），

比较这两种股票在这段时间内的涨跌变化情况．

８．甲、乙两门大炮在相同条件下向同一目标各发射５０

发炮弹，炮弹落点情况如下表．

炮弹落点与目标的距离／ｍ ４０ ３０ ２０ １０ ０

甲炮发射的炮弹个数 ０ １ ３ ７ ３９

乙炮发射的炮弹个数 １ ３ ２ ３ ４１

３１２
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　（１）分别计算两门大炮所发射的炮弹落点与目标的

距离的平均数；

（２）哪门大炮射击的准确性好？


���

９．为参加运动会，学校决定购买一批运动鞋供学生选

用．请设计一个样本容量为３０的调查方案进行调

查，并计算样本的鞋码尺寸的平均数、众数、中位

数，为学校购买运动鞋提出建议．

４１２
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部分中英文词汇索引

中文 　　英文 页码

平方根 ｓｑｕａｒｅｒｏｏｔ ２

开平方 ｅｘｔｒａｃｔｉｏｎｏｆｓｑｕａｒｅｒｏｏｔ ３

被开方数 ｒａｄｉｃａｎｄ ４

算术平方根 ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃｓｑｕａｒｅｒｏｏｔ ６

立方根 ｃｕｂｅｒｏｏｔ １３

开立方 ｅｘｔｒａｃｔｉｏｎｏｆｃｕｂｅｒｏｏｔ １３

根指数 ｒａｄｉｃａｌｅｘｐｏｎｅｎｔ １４

无理数 ｉｒｒａｔｉｏｎａｌｎｕｍｂｅｒ １８

实数 ｒｅａｌｎｕｍｂｅｒ １９

二次根式 ｑｕａｄｒａｔｉｃｒａｄｉｃａｌ ３３

代数式 ａｌｇｅｂｒａｉｃｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ３６

最简二次根式 ｓｉｍｐｌｅｓｔｑｕａｄｒａｔｉｃｒａｄｉｃａｌ ４３

勾股定理 Ｐｙｔｈａｇｏｒａｓｔｈｅｏｒｅｍ ６２

平行四边形 ｐａｒａｌｌｅｌｏｇｒａｍ ８４

矩形 ｒｅｃｔａｎｇｌｅ １００

菱形 ｒｈｏｍｂｕｓ １０７

正方形 ｓｑｕａｒｅ １１４

变量 ｖａｒｉａｂｌｅ １３０

常量 ｃｏｎｓｔａｎｔ １３０

自变量 ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｖａｒｉａｂｌｅ １３３

函数 ｆｕｎｃｔｉｏｎ １３３

５１２
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解析式 ａｎａｌｙｔｉｃｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ １３５

图象 ｇｒａｐｈ １３７

正比例函数 ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ １５０

一次函数 ｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎ １５８

权 ｗｅｉｇｈｔ １８０

加权平均数 ｗｅｉｇｈｔｅｄａｖｅｒａｇｅ １８０

中位数 ｍｅｄｉａｎ １９０

众数 ｍｏｄｅ １９２

方差 ｖａｒｉａｎｃｅ ２０１

６１２
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