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前言　

１　　　　

前　　言

数学应该是绝大多数人一生中学得最多的一门功课．认真学习数学，努

力学好数学，不仅可以牢固地打好数学的知识基础，掌握一种科学的语言，

为走进科学的大门提供有力的工具和坚实的后盾；更重要地，通过认真而严

格的数学学习和训练，可以领会到数学的思想方法和精神实质，造就一些特

有而重要的素质和能力，形成自己的数学素养，让人变得更加聪明，更有智

慧，更有竞争力，终身受用不尽．从这个意义上，可以毫不夸张地说，数学

教育看起来似乎只是一种知识教育，但本质上是一种素质教育，其意义是十

分深远的．

中学阶段的数学学习，应该为学生今后的成长和发展奠定坚实的基础，

编写教材也要力求遵循这一根本宗旨．那种以种种名义，将一些“高级”或“时

髦”的东西，不顾实际情况地下放进中学的教材，和数学的基础训练“抢跑道”

的做法，是不可取的．同时，数学学科是一个有机联系的整体，一定要避免

知识的碎片化，从根本上改变单纯根据“知识点”来安排教学的做法．人为地

将知识链条打断，或将一些关键内容以“减负”的名义删去，只会造成学生思

维的混乱，影响学生对有关知识的认识与理解，实际上反而会加重学生学习

的负担，是不值得效法的．在任何情况下，都要基于课程标准，贯彻“少而

精”“简而明”的原则，精心选择与组织教材内容，抓住本质，返璞归真，尽可

能给学生以明快、清新的感受，使学生能更深入地领会数学的真谛，让数学

成为广大学生喜闻乐见的一门课程．

怎么才算“学好了数学”呢？对这个问题是需要一个正确的认识的．作为

一门重思考与理解的学科，数学学习要强调理解深入、运作熟练和表达明晰

这三个方面．这儿所说的“运作”泛指运算、推理及解题等环节．三者的关键是

深入的理解，只有不仅知其然、而且知其所以然，才能掌握数学的精髓，更

好地实现另外两方面的要求．如果只满足于会解题，甚至以“刷题”多与快为

荣，但不求甚解，就难以和数学真正结缘，是不值得鼓励与提倡的．表达能

力的培养也要引起足够的重视．要使表述简明清晰并不是一件容易的事，别



书书书

　前言

２　　　　

人三言两语就说清楚了的，自己却颠三倒四、不得要领，能够说真正弄懂了

数学吗？！

为了帮助学生学好数学，也为了帮助教师教好数学，本教材秉承上述理

念，在编写上做了认真的探索与实践，希望能成为广大师生的良师益友，更

好地发挥引路和示范的作用．书中各章的章首语，虽只有不到一页的篇幅，

但却是该章入门的一个宏观向导，务请认真注意．各章末的内容提要，简明

扼要地列出了该章的核心内容，希望对复习能起到较好的帮助．各章的主体

内容，包括正文、练习及复习题以及边注，更是字斟句酌、精心编写的．希

望广大同学养成认真阅读及钻研教材的习惯，这样就一定会发现，学习中所

碰到的种种问题，原则上都可以从教材中找到答案，大家的学习方法和自学

能力也一定会得到极大的提升，从而牢牢掌握住学习数学的主动权．

本套教材涵盖《普通高中数学课程标准（２０１７年版２０２０年修订）》所规定

的必修课程和选择性必修课程的内容，共分七册，包括必修四册、选择性必

修三册，其中必修第四册和选择性必修第三册是数学建模的内容．必修前三

册和选择性必修前两册共同构建了高中数学的知识体系和逻辑结构；数学建

模内容与数学知识的逻辑结构没有直接的关系，不依附于特定知识性内容的

教学，而在于强调数学知识在解决实际问题中的应用，强调它的活动性、探

索性和综合性．因此，两册数学建模教材不是前三册或前两册教材的后继，

而且都包含比教学课时数要求更多的内容，供各个年段灵活地、有选择地使

用，以实现数学建模的教学目标．

２０２０年６月
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１　　　　

引　　论

本册教材的主题是数学建模．数学之所以具有广泛的应用性，是因为它可以为其他学

科、生产实践及日常生活提供多样化的数学模型．其实，同学们对数学模型应该并不完全

陌生，在本套教材各章中经常可以看到它的身影．例如，在学习函数时，我们已经学习了

利用函数模型来解决一些实际问题；在学习统计时，通过观察统计图了解数据的整体形

态、发现数据的变化规律和数据之间的联系，进而构建合适的统计模型，以预测数据的发

展趋势，等等．

但是，上述这些内容大多只是解答教师或者课本中提出的问题，较多地侧重于用数学

模型来解决实际问题，是从学习知识这一层面展开的，并没有充分展示建立数学模型即数

学建模的过程，因而难以深入体验建立一个正确的数学模型的反复、曲折及艰辛的全过

程．数学建模是一个实践的过程，只有通过参加实际的数学建模活动，才能真正领悟其中

的真谛和意义．正因为如此，本册数学建模教材不像其他各册教材那样按部就班地讲授知

识，而是激发同学们参加数学建模活动的兴趣，并帮助同学们更好地参加此类活动．开展

数学建模活动的宗旨不是进一步灌输更多的数学知识，也不是特别强调这些应用课题的重

要性，而是把这些应用课题作为载体，使同学们通过开展相应的数学建模活动，经历和体

验数学建模的全过程，逐步领悟数学建模的真谛．

通过本册教材的学习，同学们将认识数学模型和数学建模之间的联系与区别，且通过

完整的数学建模活动，了解数学模型的丰富内涵，不仅加深对相关数学知识和技能的理

解，更可以学习如何利用数学建模来解决实际问题．

◆ 什么是数学建模

每位同学自小学开始就一直与数学相伴．从基本的四则运算到复杂的幂运算、对数运

算，从解方程到解不等式，从算术、代数、平面几何到函数、三角、立体几何、解析几何

和概率统计，同学们的数学知识越来越丰富，解题能力也越来越强，相信大家已经有扎实

的基础和充足的信心来迎接实际问题的挑战．

实际问题是如何呈现的呢？同学们比较熟悉的可能是这样一类应用题：“甲、乙两人

同时从山脚开始登山，他们各自到达山顶后就立即下山．假设甲比乙速度快，而他们两人

的下山速度都是各自上山速度的犪倍．如果出发犫小时后，甲与乙在离山顶犮米处相遇，

而当乙到达山顶时，甲恰好下到半山腰．问：甲回到出发点共用多少小时？”这类题目的提

问直截了当，已知条件明确充分，解题要求清晰，答案存在且唯一．解答这类题目的主要

目的是检查是否掌握了教材上的知识、技能或方法．
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现实生活中，与上述登山活动相关的情境可能是这样的：“某人计划登上一座名山的山

顶，但为安全考虑，必须当天天黑以前返回山下驻地．请选择一条比较合理的线路并规划具体

往返时间，并从数学角度说明这一规划的合理性．”这个问题和上述应用题有以下明显的不同：

（１）问题不够明确：什么是合理的线路？是时间最短、体力最省、景色最美，还是费

用最省？

（２）条件并不完备：未给出天黑时间、步行速度、有哪些可选择的线路、每条线路的

长度、上下山难度的差别、沿途是否有补给站等．

（３）细节尚需补充：景区是否有索道？如有，其开放时间、排队情况、所需费用等亦

不明确．

（４）答案常常不唯一：以上要素将直接影响到问题的答案，对于不同的合理性标准、

不同的季节，答案往往是不同的．

（５）答案形式不同：应用题答案用一个确定的数往往就够了，而本问题的解答需要包

括：合理性标准及其选择依据，各项条件如何确定，有无考虑索道等其他因素，以及线路

和出发时间的确定过程等．

以上现实生活中的“登山问题”就可归结为一个数学建模问题．

一般来说，数学建模（ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｉｎｇ）是对某个现实问题经过必要的简化、合

理的假设得到一个数学问题，称为数学模型（ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｍｏｄｅｌ），再求解所得到的数学

问题，然后根据实际情况验证该数学答案是否合理；在合理性得不到保证时，还要进行反

复迭代和修正模型．

因此，数学建模是一个建立数学模型的过程，而数学模型是数学建模的一个结果．数

学建模的全过程一般包括在实际情境中从数学的视角发现问题、提出问题、分析问题、建

立模型、求解模型得到答案、回到实际情境验证答案、如果答案不合理则加以改进等步

骤，如此循环直到实际情境中的问题得到合理的回答（图０１）．在本册教材中，这个过程

统称为数学建模活动．

图０１　数学建模活动过程图示

◆ 如何开展数学建模活动

数学建模问题来自生活、社会、经济、工程、科学等不同领域，解决问题的数学方法
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事先并无规定，往往需要根据具体情况综合、灵活地运用代数、几何、三角、统计等数学

知识；一般也没有统一的答案，从不同角度出发，各显神通，完全可能会得到不同的解

答．因此，参加数学建模活动不应追求得到统一的“标准答案”，而应在过程中不断提高自

己的数学建模能力与水平，充分发挥自己的创新精神和意识，不求“最好”，只求“更好”．

在学习数学建模时，需要注意以下几点：

１．通过研读数学建模活动案例，整体把握数学建模的全过程

鉴于数学建模问题的综合性和多样性，在学习过程中不能把有关内容分解为定义、性

质（条件、结论）等一个个孤立的知识点来理解和操练．要学会从具体案例出发体会数学建

模的完整过程，再进一步分析各步骤的作用和特点．

２．勇于参加数学建模活动，增强数学应用意识

只有下到水里才能学会游泳．理解和掌握教材中详细阐述的案例可以为我们打下一个

数学建模的基础．若要真正掌握，还需要亲自动手做建模课题、参加数学建模活动．建模

活动除了可以在教师指导下进行，更提倡同学们增强数学建模的自觉性，注意在日常生活

和社会实践中发现问题、提出问题、建立模型、解决问题．

３．积极参与团队讨论，培养合作探究精神

数学建模问题一般比较复杂，需要综合应用多学科的知识，并涉及诸多环节，适合用

团队合作的方式加以解决．团队的每位成员应增强团队合作的意识，充分发挥自己的特

长，并认真倾听队友的意见，通过集体智慧使得对问题的理解更准确，模型更合理，解答

更创新，表达更规范．

４．完成数学建模活动报告，积累数学活动经验

数学建模活动结束后，应该及时对已有工作进行小结，形成完整的数学建模活动报

告．报告一般包括标题、实际情境、提出问题、建立模型、求解模型、检验结果、改进模

型和参考文献等内容．

报告可回顾记录建模活动的全过程，积累数学活动经验，同时方便他人通过阅读报告

了解建模的方法、结论及其特点．报告应使用简明准确的语言，综合应用数学公式、图

像、表格等各种表达形式，以提高可读性和科学性．数学建模活动报告是评价数学核心素

养的重要依据．

◆ 关于本册教材

数学建模活动与科学、社会、经济、工程乃至日常生活紧密相连，背景五花八门，问

题层出不穷，方法丰富多彩．本册教材提供了１１个适合普通高中学生开展的数学建模活

动，分成３个部分呈现．

第１部分给出了４个数学建模案例（活动１—４），每个案例包含完整的数学建模过程．

由于实际情境的丰富多样性，在学习这些案例时可以不局限于教材上所列举的问题．为

此，在每个案例展开过程中，我们都留出了适当的空间（以空白框形式呈现），请同学们结

合经验、发挥想象、共同思考，写下你们认为合理的问题、设想及建议．这４个案例供教

师在课堂上有选择地使用，选用的次序也不作硬性规定，可以根据实际的教学进程灵活处
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理，目的是使同学们能完整地学习并经历数学建模的各个步骤，了解它们的特点，对数学

建模活动有一个正确的认识．同时，指导同学们经历完整的数学建模活动，并学习如何撰

写数学建模活动报告．

教材所提供的活动５—１１供同学们课余活动选用，它们又分成Ａ、Ｂ两组，分别归在

第２部分和第３部分．第２部分（Ａ组）活动的呈现是半开放式的，已按照数学建模的一般

过程给出了活动提示，同学们可以以小组为单位，开展相应的数学建模活动，并将活动过

程或内容填写进表格中的相应位置．第３部分（Ｂ组）活动的呈现则是全开放的，只给出开

展数学建模活动的实际情境和基本要求，同学们可自行组队、自主设定问题，开展相应的

数学建模活动．在活动５—１１中，教师可以是指导者，也可以是学生组队中的成员．

本册教材有三个附录．附录１介绍了数学建模活动报告写作的原则与方法，附录２给

出了一个具体的数学建模活动报告，供同学们参考．为方便老师们和同学们合理使用本教

材，我们在附录３中列表说明了本册１１个数学建模活动可能涉及的数学基础知识内容．

根据《普通高中数学课程标准（２０１７年版２０２０年修订）》，在必修课程中有６课时的数

学建模与数学探究活动，我们建议其中至少４个课时用于数学建模活动（其余课时用于数

学学科内部的探究活动），教师可在对数学建模作一般性引导之后，从本册第１部分选用

一个活动，与学生共同完成建模全过程，撰写数学建模活动报告，然后让学生组成小组，

从第２部分中自主选用一个活动，参照教材的活动提示，完成建模过程，由教师给予适当

的帮助．



第

１部分

数学建模
活动案例

　　本部分共有４个案例，与日常生活、科学

技术或生态环境息息相关．由于每个案例的实

际情境丰富多样，教材上无法列举所有相关的

问题．因此，在每个案例的展开过程中，留出

了空间（以空白框形式呈现），请同学们结合经

验、发挥想象、共同思考，提出你们认为合理

的问题、设想和建议，并在数学建模活动中找

到答案．

让我们一起积极开展数学建模活动！
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１　红绿灯管理

随着经济的快速发展、人口的大量增加和交通工具的广泛使用，世界各国都面临交通

问题，如何科学地进行交通管理为人们所广泛关注．红绿灯管理是对交叉路口实施交通管

理的最常见方法．作为城市交通指挥棒的红绿灯如果设置不合理，就可能会造成不必要的

城市交通堵塞．如何合理地设置交通路口的红绿灯呢？

　 提出问题

交通路口信号灯的变换通常是周期性的．在一个周期内，先是东西方向开绿灯，东西

方向车辆可以行驶，同时南北方向开红灯，车辆必须等待；然后，交通信号灯转换，东西

方向开红灯，车辆等待，同时南北方向开绿灯，车辆通行．如果交通路口的红绿灯设置合

理，可以使得所有车辆在交叉路口的滞留时间的总和最短．如何合理地设置红绿灯的时

间，使得车辆总的等待时间最短？

同学们也许会提出其他问题．这里我们只针对“所有车辆在交叉路口的等待时间的总

和最短”建立模型．针对其他问题，同学们可以建立自己的模型．

　 构建模型

图１１

考虑一个十字路口，其东西方向和南北方向分别只有一对相

向的直行车道（假设１，如图１１）．由于主要考虑红绿灯时间的设

置对车辆通行的影响，可忽略其他一些次要因素（假设２和假设３）．

又为了方便起见，假设车流量是均匀、稳定的（假设４）．这里的车

流量是指单位时间内通过某路段的车辆数．不同路口红绿灯的最

小周期通常是不相同的，为了便于分析比较，将路口红绿灯变化

的最小周期取作单位时间（假设５）．

将我们所作的简化假设完整地列出来，如下：
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假设１：每个行车方向只有一条车道，车辆不能转弯；

假设２：不考虑路口行人和非机动车辆的影响；

假设３：忽略黄灯的影响；

假设４：两个方向的车流量均是稳定和均匀的；

假设５：将交通信号灯转换的最小周期（简称周期）取作单位时间１．

记单位时间内从东西方向到达十字路口的车辆数为犎，从南北方向到达十字路口的

车辆数为犞．在一个周期内，假设东西方向开红灯、南北方向开绿灯的时间为犚，那么在

该时间段内，东西方向开绿灯、南北方向开红灯的时间为１－犚．

我们要确定交通灯的控制方案，就是要确定犚，使得在一个周期内，车辆在路口的总

滞留时间最短．一辆车在路口的滞留时间包括两个部分：一部分是遇红灯后的停车等待时

间；另一部分是停车后司机见到绿灯重新发动到开动的时间，称为启动时间，记为犛，它

是可以测定的．

由于在一个周期内，从东西方向到达路口的车辆为犎 辆，该周期内东西方向开红灯

的比例为犚∶１，因此需停车等待的车辆共犎犚辆．这些车辆等待信号灯改变的时间有的

较短，有的较长，它们的平均等待时间为
犚

２
．所以，东西方向行驶的车辆在此周期内等待

时间的总和为

犎犚·
犚

２
＝
犎犚２

２
； ①

同理，南北方向行驶的车辆在此周期内等待时间的总和为

犞（１－犚）２

２
． ②

凡遇红灯停车的车辆均需犛单位的启动时间．在此周期内，各方向遇红灯停车的车辆总和

为犎犚＋犞（１－犚），而相应的启动时间为

犛［犎犚＋犞（１－犚）］． ③

由①—③，可得在此周期内所有过此路口的车辆的总滞留时间为

　　　　　　　犜＝犜（犚）＝
犎犚２

２
＋
犞（１－犚）２

２
＋犛［犎犚＋犞（１－犚）］

＝
犎＋犞

２
犚２－［犞（１＋犛）－犎犛］犚＋犛犞＋

犞

２
． ④

这样，红绿灯控制问题的数学模型为：求犚，使得由④式定义的犜（犚）达到最小．

　 求解模型

从④式可以看到，车辆的总滞留时间犜＝犜（犚）是犚的一元二次函数，对其进行配方

可以得到

犜＝犜（犚）＝
犎＋犞

２
犚－
犞（１＋犛）－犎犛

犎＋犞

熿

燀

燄

燅

２

＋犛犞＋
犞

２
－
［犞（１＋犛）－犎犛］

２（犎＋犞）

２

＝
犎＋犞

２
犚－
犞（１＋犛）－犎犛

犎＋犞

熿

燀

燄

燅

２

＋
（２犛２＋４犛＋１）犎犞－犛２（犎２＋犞２）

２（犎＋犞）
． ⑤
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在⑤式中，由于 犚－
犞（１＋犛）－犎犛

犎＋犞

熿

燀

燄

燅

２

≥０，且犎、犞显然都是正数，因此

犜≥
（２犛２＋４犛＋１）犎犞－犛２（犎２＋犞２）

２（犎＋犞）
， ⑥

且当

犚＝犚＝
犞（１＋犛）－犎犛

犎＋犞
⑦

时，犜达到最小值

犜＝犜＝
（２犛２＋４犛＋１）犎犞－犛２（犎２＋犞２）

２（犎＋犞）
， ⑧

即当犚＝犚时，车辆的总滞留时间最短，最短总滞留时间为犜＝犜．

　 检验模型

这里我们假设了犞（１＋犛）－犎犛＞０，这在实践中是能够达到的．例如，设置适当长的

单位时间，使得犛是个比较小的数，这也是个合理的假设．

特别地，如果忽略车辆的启动时间犛，即假设犛＝０，那么最佳控制方案为犚＝
犞

犎＋犞

或１－犚＝
犎

犎＋犞
．也就是说，两个方向开绿灯的时间之比，应等于两个方向车流量之比，

从而车流量较大的方向开绿灯的时间应较长，这与我们日常的生活经验是完全一致的．由

此可见，我们在建立模型时所作的简化假设是合理的．请同学们选取一个十字路口，采集

两个方向的车流量，检验该模型的合理性．

　 总结

这个案例聚焦于我们日常生活中常见的交通信号灯，把车辆总滞留时间犜 构造成某

一方向上红灯设置时长犚的一元二次函数．对于开口向上的一元二次函数，通过配方法求

得它的最小值点和相应的最小值，从而解决了红绿灯的设置问题．

在这个案例中，我们假设车流量是稳定、均匀的，但实际中的车流量是随机的，需要

用到概率统计的知识才能予以解决．而作出车流量稳定、均匀的假设，本质上是使用了平

均的概念，也就是使得车辆的平均等待时间最短．从这样的处理方式可以看到，如何简化

问题是建模过程中非常关键的一步，一种好的简化方式可以使问题变得简单而易于处理．

面对红绿灯管理，同学们有什么其他问题？如何合理设置红绿灯，可以使得所有车辆

在交叉路口的最大等待时间最短？请同学们针对自己提出的问题，建立自己的模型，并求

解、分析和检验．

参考文献

［１］谭永基，蔡志杰．数学模型（第三版）［Ｍ］．上海：复旦大学出版社，２０１９．
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２　“诱人”的优惠券

近年来，“双十一”演变成为一年一度的购物狂欢节．从２００９年开始，“双十一”购物

规则的复杂度不断增大，而面对商家复杂的优惠规则，消费者都尝试用足优惠．最近，某

商家推出三种优惠券，分别是满１９９元减２０元、满２９９元减５０元、满４９９元减１１０元．

这些优惠券之间不可叠加使用，但它们可以与满４００元减５０元的购物津贴同时使用（图

２１）．此外，这两类优惠券有使用顺序，必须先使用商家优惠券，再使用购物津贴．

图２１

　 提出问题

这些俗称为“满减”的优惠券容易让人产生购物的冲动．为了“凑单”，消费者可能会买

些不需要的东西．这样的购物行为是否理性呢？商家使用了怎样的优惠策略？是否购买金

额越大，享受的优惠也越大？

面对上述实际情境，你会提出哪些问题？请列举在下框中．

　 建立模型

我们假设，商家在设计优惠策略时只考虑两个因素：一个是购买金额，记为狓，单位
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是元；另一个是买家所享受到的优惠率，即原价与折扣价之差占原价的百分比，记为狔．

为简单起见，这里我们只考虑用两种优惠券满１９９元减２０元和满２９９元减５０元的情

况，其他优惠暂不考虑．有兴趣的同学可以进一步讨论使用更多优惠措施的情况．

根据实际情境，我们需要分情况考虑．

情况１：当购买金额０＜狓＜１９９时，无法使用优惠券；

情况２：当购买金额狓≥１９９时，可以使用优惠券．

在可使用优惠券的情况下，不同的购买金额有其可对应使用的优惠券类型，并有不同

的优惠后价格．当购买金额狓满足１９９≤狓＜２９９时，可使用满１９９减２０的优惠券，则优

惠后的价格为狓－２０；而当购买金额狓≥２９９时，可使用满２９９减５０的优惠券，优惠后的

价格为狓－５０．

因此，相应的购买金额狓与优惠率狔之间的关系如下：

（１）当０＜狓＜１９９时，无法享受优惠，狔＝
狓－狓

狓
＝０；

（２）当１９９≤狓＜２９９时，可使用满１９９减２０的优惠券，狔＝
２０

狓
；

（３）当狓≥２９９时，可使用满２９９减５０的优惠券，狔＝
５０

狓
．

综上所述，买家所享受到的优惠率狔与购买金额狓之间形成如下的分段函数：

狔＝

０， ０＜狓＜１９９，

２０

狓
，１９９≤狓＜２９９，

５０

狓
，狓≥２９９．

烅

烄

烆

①

这就是针对我们所提出的问题及假设而得到的商家优惠策略的数学模型．同学们也可

以根据你们各自所提出的问题，设定相关参数或变量，构建相应的数学模型，并填写在下

框中．

　 求解与分析模型

根据上述函数关系①，作出该分段函数的图像，如图２２所示．
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图２２　购买金额与优惠率之间的函数关系

从图２２可以看出，当０＜狓＜１９９时，优惠率狔１是常值函数，狔１＝０％；

当狓＝１９９时，优惠率狔２＝
２０

１９９
＝１０．０５％，狔２＞狔１，因此当购买金额接近１９９元时，

可以考虑适当地“凑单”购买物品，使得购买金额达到或少许超过１９９元，可以享受到相应

的优惠；

当１９９≤狓＜２９９时，优惠率狔３＝
２０

狓
，狔３ 是狓 的严格减函数，且６．６９％＜狔３≤

１０．０５％；

当狓＝２９９时，优惠率狔４＝
５０

２９９
＝１６．７２％，狔４＞狔３，因此当购买金额接近２９９元时，

可以考虑适当地“凑单”购买物品，使得购买金额达到或少许超过２９９元，从而享受到更高

的优惠率．反之，当购买金额虽超过１９９元，但与２９９元距离尚大时，可以考虑适当地

“减单”购买物品，使得购买金额恰好达到或少许超过１９９元，从而享受到更高的优惠率．

根据图２２，当购买金额为２９９元时，优惠率最高，达到了１６．７２％．这说明，商家的

“满减”优惠能吸引人是有一定道理的．

从图２２还可以看出，当１９９≤狓＜２９９时，对于该分段区间上的函数狔＝
２０

狓
，优惠率

随着购买金额的增大而降低，并不是买得越多，优惠率越高．在该区间内，恰好“凑单”到

１９９元享受的优惠率最高．

同理，当狓≥２９９时，对于相应分段区间上的函数狔＝
５０

狓
，优惠率随着购买金额的增

大而降低，同样是买得越多，优惠率越低．在该区间内，最佳的“凑单”方式是使购买金额

刚好达到２９９元，继续购买并不划算．但在实际购物中，恰好“凑单”到１９９元或２９９元的

可能性是很小的，因此最高优惠率是很难实现的，这也是商家设计的一种“陷阱”．

相信同学们针对上述实际情境提出了自己感兴趣的问题，并建立了相应的数学模型，
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现在请求解并分析你所构建的数学模型，并填写在下框中．

　 回归现实，反思结果

根据上述优惠策略模型，我们已经发现商家设计优惠策略时隐藏着一般消费者不能直

观体验的“陷阱”：并不是购买金额越大，优惠率就越高．这也是商家常用的营销策略．尽

管在建立优惠策略模型时，我们只考虑了购买金额与优惠率两个因素，但所得模型仍然是

有意义的．当然，商家在实际设计策略时一定还会考虑到其他一些因素，有兴趣的同学可

以继续探究．

探究活动

１．如果考虑使用实际情境中给出的三种优惠券，是否购买金额越大，享受的优惠也

越大？

２．如果在使用三种优惠券的基础上，再使用购物津贴，是否购买金额越大，享受的优

惠越大？

请感兴趣的同学继续建模探究，看看能得到怎样的答案．

　 总结

在这个数学建模活动中，我们面对的是现实生活中购物消费的情境．我们讨论了如何

从数学角度理性地看待商家给出的优惠．这里运用分类讨论的思想，把不同情境用分段函

数加以表征，给出了简化的商家优惠策略模型（购买金额与优惠率的函数关系）．在求解模

型时可以绘制函数图像，比较不同分段区间上的优惠率，以及得到优惠率最高的购买金

额．通过分析与计算，我们发现并不是购买金额越大，享受的优惠率越高（优惠越大）．相

反，有时好不容易“凑单”到一定的购买金额，所享受的优惠率还有可能比“凑单”前低．希

望通过这样的模型建立与解答过程，同学们能够理性地审视自己的消费行为．当你面对这

种“诱人”的优惠券时，可以运用相关的数学知识和技能，为自己制定一个合理的购物

方案．

建模活动结束后，需要完成一份数学建模活动报告．针对这个实际情境，我们以小论

文的形式编写了报告，详见附录２．
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３　车辆转弯时的安全隐患

同学们如果时常阅读报纸或浏览新闻网站，可能看到过关于大型车辆右转时引发交通

事故的报道．有时事故较大，危及了人的生命．为什么大型车辆转弯时容易引发事故？细

读一些报道和查阅相关资料后发现，这些事故中很大一部分与“内轮差”有关．

车辆在转弯时，后轮并不是沿着前轮的轨迹行驶的，会产生偏差，转弯形成的偏差叫

“轮差”．内轮差是车辆转弯时前内轮转弯半径与后内轮转弯半径之差．由于内轮差的存

在，车辆转弯时，前、后车轮的运动轨迹不重合．

　 提出问题

内轮差在现实生活中常常被人们所忽视．特别是一些大型车辆（如公交车、集装箱卡

车等）在转弯时，前轮虽然通过了路口，但后轮由于与前轮的运动轨迹不同，可能会伤及

在车辆旁边行走的路人或损坏路边的建筑．大型车辆的内轮差有多大？为什么会损害人或

物呢？

　 建立模型

查阅资料，我们发现车辆转弯大都遵循阿克曼（Ａｃｋｅｒｍａｎｎ）转向几何原理．依据阿

克曼转向几何原理设计的车辆，沿着弯道转弯时，内侧轮的转向角比外侧轮要大２°～４°，

四个轮子转弯路径的圆心大致交会于后轴延长线上的瞬时转向中心，让车辆可以顺畅地

转弯（图３１）．
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图３１　阿克曼转向几何原理

在现实生活中，机动车辆一般有四个车轮，分别是：前外轮、前内轮、后外轮、后内轮．

为了便于研究，我们对问题作出如下假设：

假设１：车辆有两个前轮和两个后轮；

假设２：车辆四个车轮的中心形成一个矩形；

假设３：车辆在转弯时处于理想状态，不产生侧滑；

假设４：车轮为刚性的，转弯过程中不发生形变；

假设５：车轮的大小与厚度对内轮差没有影响；

假设６：车辆转弯遵循阿克曼转向几何原理．

让我们先来看车辆分析图，如图３２所示．记车辆的转向中心为犗．设犗到两后轮中

点的距离为犚，此即车辆的转弯半径．又设两前轮之间距离（称为轮距）为狑，同侧前后两

轮距离（称为轴距）为犾，车辆转弯时前内轮转角为δ．把犗到后内轮和前内轮的距离分别

记为犚１和犚２，它们分别是后内轮和前内轮的转弯半径．于是，我们要求的车辆转弯时的

内轮差为犚２－犚１．

图３２　车辆分析图

图３３　车辆内部图
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车辆转弯状态可以用前内轮转角δ或车辆转弯半径犚来描述．这是两个（互相关联的）

参数．我们分别用这两个参数建立模型．

模型Ⅰ　如图３３，记四个车轮的中心分别为犃、犅、犆、犇．容易得到，∠犃犗犆与

前内轮转角δ相等．于是

ｔａｎδ＝
犾

犚１
，ｓｉｎδ＝

犾

犚２
． ①

这样，后内轮和前内轮的转弯半径分别为

犚１＝
犾

ｔａｎδ
，犚２＝

犾

ｓｉｎδ
． ②

车辆转弯时的内轮差为

犚内轮差＝犾（１ｓｉｎδ－
１

ｔａｎδ）＝犾ｔａｎ
δ

２
． ③

模型Ⅱ　现在用车辆的转弯半径犚作参数．由于犚＝犚１＋
狑

２
，我们可以用犚１取代犚

作参数．从图３３可以看出，犚２＝
　
犾２＋犚２槡 １．这样，我们得到内轮差模型

犚内轮差＝ 犾２＋犚２槡 １－犚１， ④

或记为

犚内轮差＝
犾２

犾２＋犚２槡 １＋犚１
． ⑤

参数δ与犚１通过①式或②式相联系，用三角函数定义和半角公式容易验证，两个模

型得到的内轮差公式是等价的．

　 分析模型

从两个模型容易看出（见③式和④式），在同样的转角或同样的转弯半径下，轴距犾越

大，内轮差越大．特别地，③式表明，内轮差的大小与车辆的轴距成正比．这说明，长车

（大型车辆）在转弯时形成的内轮差比短车（小型车辆）要大很多．因此，在大型车辆转弯

时，行人和非机动车不要过于靠近汽车，尤其是绝对不要靠近后内轮，以避免事故的

产生．

从两个模型还可以看出，当车辆的轴距不能改变时，车辆转弯时的转角越大，内轮差

越大（见③式），也就是车辆的转弯半径越小，内轮差越大（见⑤式）．当然，车辆不转弯

时，内轮差为０，这可以从③式推出（此时δ＝０），也可以从⑤式推出（因为此式表明，当

犚１趋于无穷大时，内轮差趋于０）．这一结论给我们的启示是，驾驶员（尤其是大型车辆的

驾驶员）在驾驶车辆拐弯时，一定要有内轮差意识：道路条件许可时，尽量加大转弯半径；

由于道路条件不许可而不得不作急转弯（例如在交叉路口的右转弯）时，应特别注意减速慢

行，密切观察路况，避免内轮差造成的伤害事故．
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我们还得关注一下车身比较宽的车辆．④式和⑤式中用的参数不是车辆的转弯半径

犚，而是后内轮的转弯半径犚１＝犚－
狑

２
（其中狑 是轮距，基本上可以看成车的宽度）．因

此，在同样的转弯半径下，较宽车辆的后内轮转弯半径比较小，从而会产生比较大的内轮

差．这也是值得注意的．

为了验证转弯半径、轮距、轴距对内轮差的影响，我们用图形计算器模拟了车辆转弯

时的情形，并用来检验前面得到的模型．

为了研究的方便，我们忽略了前轮轮胎到车头、后轮轮胎到车尾的部分．将车辆近似

看成一个矩形，车轮安装在车头和车尾两侧部分（图３４至图３７）．

图３４

　　　　　

图３５

图３６

　　　　　

图３７

设置动态演示，我们得到了四个车轮的行驶轨迹（图３８至图３１２）．

图３８

　　　　　

图３９
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图３１０

　　　　　

图３１１

图３１２

通过实验模拟以及数据计算可以发现，在每次只改变一个参数、而其余参数不变的情

况下，有如下结论：

（１）转弯半径越小，内轮差越大（比较图３１３、图３１４）；

图３１３

　　　　　

图３１４

图３１５

　　　　　

图３１６
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　　（２）轮距（与车身宽度有关）越大，内轮差越大（比较图３１４、图３１５）；

（３）轴距（与车身长度有关）越大，内轮差越大（比较图３１４、图３１６）．

这些模拟实验的结论与我们前面建立的内轮差模型的结果基本吻合．

　 检验模型

查阅相关文献，获悉汽车前内轮的转向角一般在３２°～４２°范围内
［１］．不妨设δ＝４２°，

根据内轮差模型④计算得到三种常见车型的最大内轮差，如表３１所示．

表３１　几种车型相关理论数据

车型 犾／ｍ 犚后内轮／ｍ 犚前内轮／ｍ 最大内轮差／ｍ

某微型轿车 ２．３４ ２．５９９ ３．４９７ ０．８９８

某中型卡车 ３．６０ ３．９９８ ５．３８０ １．３８２

某大客车 ６．２６５ ６．９５８ ９．３６３ ２．４０５

２０１３年，公安部交通管理局公布了各种车辆的最大内轮差：小型车辆最大内轮差为

０．６～１．０ｍ，中型车辆最大内轮差为０．９～１．５ｍ，大型车辆最大内轮差为１．５～２．３ｍ
［２］．

根据上述模型计算出来的三种车辆的最大内轮差，其中微型轿车与中型卡车是达标

的，而大客车有所超标，可以限制其转向角而使其达标，如限制其转向角在４０°之内，其

最大内轮差为２．２８０ｍ．

为了更好地检验模型，我们再以某重卡复合型自卸车（车轮前４个后８个，货箱长度

７．６ｍ）为例，分别计算δ＝１０°、２０°、３０°时的内轮差（表３２）．

表３２　某重卡复合型自卸车内轮差

δ／° 犚后内轮／ｍ 犚前内轮／ｍ 内轮差／ｍ

１０ ３９．４１５ ４０．０２３ ０．６０８

２０ １９．０９５ ２０．３２０ １．２２５

３０ １２．０３８ １３．９００ １．８６２

　　注：该重卡复合型自卸车的前后轮距离犾＝６．９５ｍ．

经过比对，我们发现所得数据与相关文献［３］公布的数据基本一致，再次印证了我们建

立的内轮差模型的合理性与适用性．

我们的模型根据阿克曼转向几何原理简化后，运算也得到了一定的简化，答案简洁明

了，便于解决生活中的一些问题，所得结论与事实基本吻合．
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　 总结

在本案例中，我们根据阿克曼转向几何原理，通过简化汽车模型，根据三角的相关知

识，建立了计算汽车行驶中内轮差的模型．通过将模型应用于具体车辆，我们不难发现，

在汽车转弯时，内侧的前后轮的轨迹相差是很明显的，并且车身越长，差值会越大，大客

车转弯时的内轮差甚至超过了２ｍ．在实际行驶中，如果司机对这样的内轮差不引起足够

的重视，就会给位于内侧的行人或非机动车带来不小的安全隐患．尽管模型给出的是理论

上的推断，但对车辆驾驶人有重要的警示作用．在车辆实际行驶中，司机应该谨慎驾驶，

行人也应该有自我保护意识．
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报，２０１８（１０）：４２９４３４．
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４　雨中行

生活中你是否曾遇到过这种尴尬的事：上学时天气好好的，放学时走了一段路突然下

雨了；或是出去踢球的时候没带伞，回家路上却碰巧下雨了．遇到这种情况该怎么办呢？

也许你会冒雨跑回家，或者赶紧找个避雨的地方，又或者找公交站或地铁站乘车回家．不

管采用何种方法，你都需要淋雨从当下所处的位置前往想要去的地方．在这一过程中，有

什么方法可以减少淋雨呢？

一个简单的策略是：尽可能快地跑到目的地，以减少被雨淋的时间．这真的是一个最

好的策略吗？除了减少被雨淋的时间，还有没有其他选择呢？

请将你认为可以选择的最优目标填入下框．

　 提出问题

事实上，淋雨时间最少不应该成为我们希望达到的最优目标，至少不是唯一的目标．

一种可以选择的合理目标是：在雨中行走时，被淋雨的程度应尽可能低，也就是应使得淋

雨量最小．因此，我们首先要构建模型来描述雨中行走时的淋雨量．

　 相关因素与假设

要建立适当的模型，先要考虑与问题有关的主要因素有哪些．就淋雨量问题而言，其
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中一个相关因素是降雨量的大小．请你思考一下，还有哪些因素会影响淋雨量的大小？请

将你的想法填入下框．

仔细思考后就会发现，影响淋雨量大小的因素还有路程的远近、行走的速度、人体的

形状等．

为了建立模型，我们需要作出一些假设．事实上，我们所建立的模型与假设是密不可

分的，基于不同的假设可能会得到不同的模型，进而得出不同的结论．

对淋雨量问题来说，为了简化问题，我们可以假设降雨强度保持不变．于是问题转化

为：在相同的降雨强度下，我们如何选择策略以达到期望的最优目标．除此之外，你认为

还需要哪些假设？请填入下框．

　　假设１：降雨强度保持不变．

经过思考，我们作出以下假设：

假设１：降雨强度保持不变；

假设２：行走的速度保持不变；

假设３：将人体视为一个长方体．

　 初步模型

人在雨中行走，其头顶会被雨淋湿．如图４１，记人的身高为犺（ｍ），宽度为狑（ｍ），

厚度为犱（ｍ），则头顶被雨淋到的面积为

犛１＝狑犱． ①

图４１

　　　　　

图４２
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　　用狆来度量雨滴的密度，称为降雨强度系数，它表示单位体积的空间中雨滴所占的

比例．又记降雨的速度为狏狉（ｍ／ｓ）．那么，如果人站着不动，在单位时间（１ｓ）内，头顶的

淋雨量就是头顶上方高度为狏狉的长方体中的雨滴量（图４２），可表示为

犆犺＝狆狑犱狏狉． ②

通常，降雨伴随着大风，雨水不是垂直落下，而是有一定的角度的．这会对头顶的淋

雨量产生影响吗？

如图４３，记水平风速为狏狑（ｍ／ｓ），单位时间（１ｓ）内落在头顶上的雨滴包含在一个倾

斜的平行六面体中．它的底面就是头顶，是一个长方形，面积为狑犱；它的高等于狏狉．根

据平行六面体的体积公式，单位时间内头顶的淋雨量为

犆犺＝狆狑犱狏狉，

这与无风情形下得到的单位时间淋雨量②式完全相同．

图４３

　　　　　

图４４

降雨时，人不会傻傻地站在雨中，而是想尽快跑至目的地，也就是说人处于运动当

中．记人在雨中的行走速度为狏（ｍ／ｓ）（图４４），我们可以将人看成是固定不动的，那么风

相对于人的运动速度大小就变为犞＝｜狏－狏狑｜．根据上面的分析，风速的大小对单位时间

内头顶的淋雨量没有影响，即淋雨量仍由②式给出．这样，影响头顶淋雨量的因素就只剩

下时间了．记人在雨中行走的距离为犇（ｍ），那么行走的时间为

狋＝
犇

狏
， ③

从而头顶上总的淋雨量为

犜犺＝
狆狑犱狏狉犇

狏
． ④

　 模型的改进

初步模型只考虑了降雨时头顶被雨淋湿的情形，请参考苏联趣味科学大师别莱利曼

（Ｙ．Ｉ．Ｐｅｒｅｌｍａｎ）在《趣味力学》一书中介绍的类似的趣味问题．根据生活经验，人在雨中行

走时，不仅头顶会被雨淋湿，其前后左右的衣服通常也会被淋湿．因此，我们需要对初步

模型作进一步的改进．
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基于上述判断，你能对初步模型作出适当的改进吗？请将你的改进模型填入下框．

　图４５

要计算前后衣服的淋雨量，就要考虑风相对于行走的方向．如果风是

迎面吹来的，那么被雨淋湿的部位就只有头顶和身体前部．这样，雨滴相

对于人体的水平速度大小为犞＝狏狑＋狏，单位时间内身体前部淋到的雨包

含在一个倾斜的平行六面体中，其底面为身体前部，面积为狑犺，高等于

犞（图４５）．因此，单位时间内身体前部的淋雨量为

犆犳＝狆狑犺犞＝狆狑犺（狏狑＋狏）． ⑤

而行走时间为

狋＝
犇

狏
，

所以，身体前部总的淋雨量为

犜犳＝
狆狑犺犇

狏
（狏狑＋狏）．

这样，人体总的淋雨量为

犜＝犜犺＋犜犳＝
狆狑犇

狏
［犱狏狉＋犺（狏狑＋狏）］． ⑥

　 模型的分析

回顾一下先前的问题和目标．我们希望找到在雨中行走的策略，使得淋雨量达到最

小．在前面得到的淋雨量的函数表达式⑥中，降雨强度、降雨速度、人体尺寸、行走距离

均可假设为定值，与行走策略的选择无关．在这个模型中，与行走策略有关的量为风速、

风向和行走速度，于是问题就变为：给定风速和风向，如何选择行走速度，使得淋雨量达

到最小？

下面分三种情况进行分析．

情形１　无风的情形．

此时，狏狑＝０，雨垂直落下，人体总的淋雨量为

犜＝
狆狑犇

狏
（犱狏狉＋犺狏）＝狆狑犇（犱狏狉狏 ＋犺）． ⑦

从⑦式可知，犜是狏的严格减函数，狏越大，犜就越小．只有当行走速度尽可能大时，淋

雨量犜才能达到尽可能小．也就是说，此时的行走策略应是在雨中尽可能快地跑，这与直

观的想法是吻合的．
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情形２　风迎面吹来的情形．

此时，风速狏狑 与行走速度狏方向相反．由⑥式，总的淋雨量为

犜＝
狆狑犇

狏
［犱狏狉＋犺（狏狑＋狏）］． ⑧

这与情形１类似，请同学们自行分析，并将分析的过程填入下框．

情形３　风从背后吹来的情形．

此时，风速狏狑 与行走速度狏方向相同，前面得到的淋雨量函数⑥不再适用．由于这

种情况已经超出前面讨论的范围，必须回到开始的地方对这种情况重新进行分析．

首先考虑行走速度比风速慢的情形，即狏≤狏狑．此时，雨滴将淋在背上，淋在背上的

雨水量为

犜犫＝
狆狑犺犇

狏
（狏狑－狏）．

于是，总的淋雨量为

　　　　　　　　　犜＝犜犺＋犜犫＝
狆狑犇

狏
［犱狏狉＋犺（狏狑－狏）］

＝狆狑犇（犱狏狉＋犺狏狑狏
－犺）． ⑨

这个函数的形式表面上与情形１和情形２类似，但实际上是有所不同的．

在现在这种情形下，犜仍是狏的严格减函数，因此，行走策略仍应是在雨中尽可

能快地跑．但与前面不同的是，现在的行走速度是有范围限制的，行走速度不能无限

增大，而是要在限定范围内以最大速度奔跑．此时的最大速度为狏狑，即应以狏狑 的速

度奔跑，淋雨量才能达到最小．这意味着刚好跟着雨滴向前行走，从而身体前后都没

有淋到雨．如果行走速度低于风速，那么将会有雨水落在背上，从而使得淋雨量

增加．

如果行走速度比风速快，即狏≥狏狑，会发生什么情况呢？请将你的分析过程和结果填

入下框．
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　 总结

一般地，影响数学模型构建的因素有很多，我们应仔细分析哪些是主要因素，哪些是

次要因素．忽略次要因素，可以使问题得到简化，从而更好地解决问题．

对淋雨量问题，影响因素有路程的远近、行走的速度、风向、人体形状等，其中人体

形状比较复杂，不容易处理．我们对人体形状作了适当的简化，使问题容易解决，这是建

立模型的重要一环．在众多因素中，行走速度和风向对行走策略的影响最大．我们构建了

淋雨量与行走速度的函数关系，通过分析函数的单调性，得到不同风向时淋雨最少的行走

策略．

综合上面的分析，我们得到以下结论：

如果你在雨中行走，风迎面吹来（即逆风行走）或无风时，策略很简单，应该以尽可能

大的速度向前跑．

如果在雨中行走，风从背后吹来（即顺风行走），情况较为复杂．当雨速较大而风速较

小时（精确地说，当雨速与风速之比大于身体高度与厚度之比时），头顶淋雨是影响总淋雨

量的主要因素，你仍应该尽量提高速度往前跑．在其他情况下，身体前部或后部淋雨是影

响总淋雨量的主要因素，你应该控制在雨中的行走速度，让它刚好等于雨落下的水平速度

（也就是风速）．如果超过这个速度，虽然可以更快地到达目的地，但你是追着雨在跑，身

体前部会淋到更多的雨．

探究题

１．对风从侧面吹来的情形，尝试建立模型并进行分析．

２．本节的淋雨量问题中，假设人体是一个长方体，与实际情况还是有出入的，但已经

能够说明问题了．有兴趣的同学可以考虑将人体假设为其他形状，重新建立模型进行分析．

参考文献

［１］姜启源．数学模型（第二版）［Ｍ］．北京：高等教育出版社，１９９３．

［２］别莱利曼．趣味力学［Ｍ］．符其繤，译．北京：中国青年出版社，２０１０．
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　　相信同学们在教师指导下，通过第１部分

案例的学习，已经体验了数学建模活动的基本

流程，积累了一定的数学建模活动经验．这里

提供另外３个建模活动，供大家选择．尽管没

有提供详细的建模过程，但仍给出了相应的活

动提示，可供大家参考．请同学们有选择地分

组开展活动，相信你们能够应对这些活动的

挑战．
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５　出租车运价

某晚报曾刊登过一则生活趣事．某市民乘坐出租车时，在半途中要求司机临时停靠，

打表计价结账，然后重新计价，继续前行．该市民解释说，根据经验，这样分开支付车费

比一次性付费便宜一些．他的这一说法有道理吗？

确实，由于出租车运价上调，有些人出行时会估计一下可能的价格，再决定是否乘坐

出租车．据了解，２０１８年上海出租车在５时到２３时之间起租价为１４元／３千米，超起租

里程单价为２．５０元／千米．总里程超过１５千米（不含１５千米）部分按超起租里程单价加价

５０％．低速等候费为每４分钟计收１千米超起租里程单价．此外，相关部门还规定了其他

时段的计价办法，以及适合其他车型的计价办法．

你会仿效那位市民的做法吗？为什么？

活动提示

提出问题

根据上述情境，你能提出什么数学问题？请将你的问题填入下框．

建立模型

为解决上面的问题，我们需要作出一些合理的假设，如假设没有交通拥堵，不计出租

车行驶中的等候时间等．是否还需要其他假设？请将你的假设填入下框．
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　　假设１：不计出租车行驶中的等候时间．

根据上述假设建立数学模型，并回答你所提出的问题．请将你的研究过程填入下框．

模型的检验与改进

请将你的研究结果与实际情形比较．如果不符，试改进你的模型．请将你的研究过程

填入下框．

撰写数学建模活动报告

活动报告一般包含以下内容：

（１）根据上述情境所提出的数学问题；

（２）必要的假设和所需的变量或常量；

（３）相应的数学模型及解答；

（４）模型检验及说明．
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６　家具搬运

随着生活水平的逐步提高，越来越多的人开

始改善居住条件，搬家成了生活中经常谈及的话

题．在搬运大型家具的过程中，经常需要考虑家

具能否通过狭长的转角过道．

如果我们能根据过道的宽度和家具的尺寸，

用数学的方法预先判断家具能否转弯，必将为搬

运家具提供很实用的依据，从而避免因家具尺寸

过大而不能转弯的麻烦．

活动提示

提出问题

根据上述情境，你能提出什么数学问题？请将你的问题填入下框．

建立模型

为了解决上面的问题，我们需要作出一些合理的假设，如转角两侧的过道宽度相同

等．是否还需要其他假设？请将你的假设填入下框．

　　假设１：转角两侧的过道宽度相同．

根据上述假设建立相应的数学模型，并回答你所提出的问题．请将你的研究过程填入

下框．
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模型的检验与改进

请将你的研究结果与实际情形比较．如果不符，试改进你的模型．请将你的研究过程

填入下框．

撰写数学建模活动报告

活动报告一般包含以下内容：

（１）根据上述情境所提出的数学问题；

（２）必要的假设和所需的变量或常量；

（３）相应的数学模型及解答；

（４）模型检验及说明．
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７　登山行程设计

在本册教材的引论部分，我们以登山线

路规划为例，阐述了应用题和数学建模问题

的区别．下面，请同学们合作完成这样的数学

建模活动．

同学们会利用假期游览祖国大好河山，

亲身感受祖国在社会、经济、文化等各方面

的发展．例如，有同学计划去有世界文化与自

然双重遗产之称的黄山旅游．请制作一份游览

规划．

活动提示

提出问题

你在规划登黄山行程时主要考虑了哪些因素，如节省时间、体力或者费用等？请将你

的想法填入下框．

　　规划目标

建立模型

为实现规划目标，需要先查阅有关资料，了解黄山旅游的相关信息，并据此作出一些

合理的假设．例如，上黄山时坐索道，而下黄山时不坐．是否还需要其他假设？请将你的

假设填入下框．

　　假设１：

假设２：

……

基于上述假设，对不同线路建立估计所需时间、费用等的数学模型，并根据规划目标

确定其中最合适的一条线路．请将你的规划过程、相关推导步骤等填入下框．
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　　确定最合适的线路

模型的检验与改进

请指出所建数学模型的不足之处并加以改进，提出更合理的登山线路．

　　补充和修改

撰写数学建模活动报告

活动报告一般包含以下内容：

（１）根据上述情境所提出的数学问题；

（２）必要的假设和所需的变量或常量；

（３）相应的数学模型及解答；

（４）模型检验及说明．
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　　经历了一些数学建模活动，大家是欣喜还

是苦恼？这都没有关系．通过继续合作开展数

学建模活动，同学们一定能更深入地感受到数

学建模的特点和价值．这里再提供４个数学建

模活动，供大家选择．相信大家已经拥有一定

的数学建模能力，这次没有再作任何提示，请

大胆尝试吧！
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８　包装彩带

按照中国的传统习俗，走亲访友会带上一些朋友喜欢的礼物，可能是一盒点心、一本

书或一个玩具等．一般来说，我们不仅会用包装纸把礼物包好，还会用彩带捆扎包装好的

礼物，有时还会扎出一个花结．其实，这些精美的包装彩带也不便宜，我们在捆扎时不仅

要考虑美观、结实，也要考虑尽量地节省包装彩带．生活中，你见到过哪些用彩带捆扎包

装礼物的方法？请推荐一种比较节省彩带的方法，并说明你的理由．



９　　　削菠萝
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９　削菠萝

在菠萝上市的季节，为方便消费者品尝到新鲜的菠萝，

水果店通常有专人帮助大家削皮去籽，方法多样．其中一种

刨削方法很有艺术味，削完后，菠萝上留下的是一条条螺线

形的凹槽．

在品尝香甜的菠萝肉时，你是否想过水果店员工为什么

这样削菠萝？请从数学角度来思考并给出说明．
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１０　高度测量

上海浦东陆家嘴地区高楼林立，尤其是东方明珠周边的建筑物似乎一幢比一幢高．当

你从不同角度观察，建筑物的相对高度似乎有变化，这说明，仅靠目测可能会对建筑物高

度产生误判．同学们也许在思考，如何去测量这样“高不可攀”的建筑物的高度？让我们回

到自己的校园，面对高度各异的教学楼，你一定希望了解：哪幢楼最高？如何知道它的

高度？

请同学们行动起来，完成如下测量任务：

（１）测量本校一座教学楼的高度；

（２）测量学校院墙外一座虽不可及、但从操场上可以看得见的建筑物的高度．

建议２至３位同学组成一个测量小组，以小组为单位完成上述任务；各人填写测量模

型及相应的实施报告表（可参考表１０１）．

进一步的建议：

（１）成立项目小组，确定工作目标，准备测量工具；

（２）小组成员查阅有关资料，进行讨论交流，寻求高效率的测量方法，设计测量方案

（最好设计两套测量方案）；

（３）分工合作，明确责任．例如，测量、记录数据、计算求解、撰写报告等具体由谁

负责；

（４）撰写报告，讨论交流．可以用照片、模型、电脑幻灯片等形式展示获得的成果．
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表１０１　测量模型及其实施报告表

项目名称：　　　　　　　　　　　　　　　　　 完成时间：　　　　　　　

１．成员与分工

姓名 分工

２．测量对象

例如，某小组选择的测量对象是：×号教学楼、校外的××大厦．

３．测量方法（请说明测量的原理、测量工具、创新点等）

４．测量数据、计算过程和结果（可以另外附图或附页）

５．研究结果（包括误差分析）

６．工作感受（简述）
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１１　外卖与环保

伴随着网络经济的发展，外卖平台层出不穷，外卖已经成为许多人日常生活的重要组

成部分，外卖包装物品对环境造成的影响也逐渐为人们所关注．

２０１７年９月，有观点认为“每周最少有４亿份外卖飞驰在中国的大街小巷，至少产生

４亿个一次性打包盒和４亿个塑料袋，以及４亿份废弃的一次性餐具”．一个塑料袋降解大

约需要４７０年，因此塑料袋很可能会毁了下一代的生存环镜，危及地球的未来生态．

一些环保领域的专业人士对外卖所产生的垃圾问题也有过思考和研究．２０１６年１２月

２６日的《中国环境报》曾经刊发过有关专家的意见，认为只要全社会提高环境保护意识，

在政府的统一规划和指导下，外卖平台、商家、个人各司其职，外卖行业发展所导致的环

境污染问题是可以解决的．

请同学们组队讨论外卖对环境的影响问题，根据对周边区域的实地调研数据，估算上

海地区由于外卖所产生的废弃物数量，结合《上海市生活垃圾处理条例》的实施，定量分析

这些废弃物对环境的影响．在此基础上，提出由相应的数学模型所支持的研究报告，报告

内容应包括数据来源、分析依据、可靠性检验、相关参考资料等．
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附　　录

附录１　数学建模活动报告的写作

当我们完成数学建模活动后，需要对所做的工作进行小结，形成活动报告．报告的主

要目的在于交流，因此不仅自己要读懂，更要让他人理解和明白．首先，报告应清楚地展

示建模工作的全貌，突出其精华所在；其次，报告应尽量使用简洁准确的语言，包括文

字、数学符号、图像、表格等各种形式，以增强其可读性．

数学建模活动报告可以采用实验报告表或者小论文等不同的形式，写作时要考虑到数

学建模的各个环节．报告一般应该包括如下方面：

（１）标题；

（２）实际情境；

（３）提出问题；

（４）建立模型；

（５）求解模型；

（６）检验结果与改进模型；

（７）参考文献．

下面的样例针对生活中的优惠问题（详见活动２“‘诱人’的优惠券”），我们采用小论文

的形式写出报告．
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附录２　数学建模活动报告样例

这样的购物行为理性吗？

作者／小组（名），所在学校、年级、班级

一、实际情境

近年来，“双十一”演变成为一年一度的购物狂欢节．从２００９年开始，“双十一”购

物规则的复杂度不断增大，而面对着商家复杂的优惠规则，消费者都尝试见招拆招、用

足优惠．最近，某商家推出三种优惠券，分别是满１９９元减２０元、满２９９元减５０元、

满４９９元减１１０元．这些优惠券之间不可叠加使用，但它们可以与满４００元减５０元的购

物津贴同时使用．此外，这两类优惠券有使用顺序，必须先使用商家优惠券，再使用购

物津贴．

二、提出问题

这些俗称为“满减”的优惠券容易让人产生购物的冲动．为了凑单，消费者可能会买

些不需要的东西．这样的购物行为是否理性呢？商家使用了怎样的优惠策略？是否购买

金额越大，享受的优惠也越大？

三、建立模型

我们假设，商家在设计优惠策略时只考虑两个因素：一个是购买金额，记为狓，单

位是元；另一个是买家所享受到的优惠率，即原价与折扣价之差占原价的百分比，记

为狔．

我们先考虑只用两种优惠券满１９９元减２０元和满２９９元减５０元的情况，其他优惠

暂不考虑．

根据实际情境，我们需要分情况考虑．

情况１：当购买金额０＜狓＜１９９时，无法使用优惠券；

情况２：当购买金额狓≥１９９时，可以使用优惠券．

在可使用优惠券的情况下，不同的购买金额有其可对应使用的优惠券类型，并有不

同的优惠后价格．当购买金额狓满足１９９≤狓＜２９９时，可使用满１９９减２０的优惠券，

则优惠后的价格为狓－２０；而当购买金额狓≥２９９时，可使用满２９９减５０的优惠券，优

惠后的价格为狓－５０．
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图１　购买金额与优惠率之间的函数关系

　　因此，相应的购买金额狓与优惠率狔之间的关系如下：

（１）当０＜狓＜１９９时，无法享受优惠，狔＝
狓－狓

狓
＝０；

（２）当１９９≤狓＜２９９时，可使用满１９９减２０的优惠券，狔＝
２０

狓
；

（３）当狓≥２９９时，可使用满２９９减５０的优惠券，狔＝
５０

狓
．

综上所述，买家所享受到的优惠率狔与购买金额狓之间形成如下的分段函数：

狔＝

０， ０＜狓＜１９９，

２０

狓
，１９９≤狓＜２９９，

５０

狓
，狓≥２９９．

烅

烄

烆

①

这就是针对我们所提出的问题及假设而得到的商家优惠策略的数学模型．

四、求解与分析模型

根据上述函数关系①，作出该分段函数的图像，如图１所示．

从图１可以看出，当０＜狓＜１９９时，优惠率狔１是常值函数，狔１＝０％；

当狓＝１９９时，优惠率狔２＝
２０

１９９
＝１０．０５％，狔２＞狔１，因此当购买金额接近１９９元

时，可以考虑适当地“凑单”购买物品，使得购买金额达到或少许超过１９９元，可以享受

到相应的优惠；

当１９９≤狓＜２９９时，优惠率狔３＝
２０

狓
，狔３ 是狓的严格减函数，且６．６９％＜狔３≤

１０．０５％；
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　　当狓＝２９９时，优惠率狔４＝
５０

２９９
＝１６．７２％，狔４＞狔３，因此当购买金额接近２９９元

时，可以考虑适当地“凑单”购买物品，使得购买金额达到或少许超过２９９元，从而享受

到更高的优惠率．反之，当购买金额虽超过１９９元，但与２９９元距离尚大时，可以考虑

适当地“减单”购买物品，使得购买金额恰好达到或少许超过１９９元，从而享受到更高的

优惠率．

根据图１，当购买金额为２９９元时，优惠率最高．这说明，商家的“满减”优惠能吸

引人是有一定道理的．

从图１还可以看出，当１９９≤狓＜２９９时，对于该分段区间上的函数狔＝
２０

狓
，优惠率

随着购买金额的增大而降低，并不是买得越多，优惠率越高．在该区间内，恰好“凑单”

到１９９元享受的优惠率最高，继续购买并不划算．同理，当狓≥２９９时，对于相应分段

区间上的函数狔＝
５０

狓
，优惠率随着购买金额的增大而降低，同样是买得越多，优惠率越

低．在该区间内，最佳的“凑单”方式是使购买金额刚好达到２９９元，继续购买并不划算．

五、反思模型

根据上述优惠策略模型，我们已经发现商家设计优惠策略时隐藏着一般消费者不能

直观体验的“陷阱”：并不是购买金额越大，优惠率就越高．这也是商家常用的营销策略．

尽管在建立优惠策略模型时，我们只考虑了购买金额与优惠率两个因素，但所得模型仍

然是有意义的．

这里运用分类讨论的思想，把不同情境用分段函数加以表征，给出了简化的商家优

惠策略模型（购买金额与优惠率的函数关系）．在求解模型时，计算不同分段区间上的优

惠率，以及购买金额趋于某特定值时优惠率的最值．通过分析与计算，我们发现并不是

购买金额越大，享受的优惠率越高（优惠越大）．相反，有时好不容易“凑单”到一定的购

买金额，所享受的优惠率还有可能比“凑单”前低．况且，在实际购物中，恰好“凑单”到

１９９元或２９９元的可能性是很小的，因此最高优惠率是很难实现的，这也是商家设计的

一种“陷阱”．通过这样的模型建立与解答过程，我们能够更加理性地审视自己的消费

行为．
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附录３　
有关数学建模活动中
数学内容的说明

数学建模活动 所涉及的数学内容

数学建模活动案例

１　红绿灯管理 建立一元二次函数关系，利用配方法求最小值

２　“诱人”的优惠券 分段函数，分段区间上的减函数，绘制函数图像，分类讨论

３　车辆转弯时的安全隐患 三角函数

４　雨中行 长方体表面积，柱体的体积，函数单调性

数学建模活动犃

５　出租车运价 分段函数

６　家具搬运 三角函数最值

７　登山行程设计 数据收集与处理

数学建模活动犅

８　包装彩带 平面展开图，三角形的性质

９　削菠萝 平面展开图，勾股定理

１０　高度测量 解三角形，比例

１１　外卖与环保 数据收集与处理
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本套高中数学教材根据教育部颁布的《普通高中数学课程标准（２０１７年版

２０２０年修订）》编写并经国家教材委员会专家委员会审核通过．

本教材是由设在复旦大学和华东师范大学的两个上海市数学教育教学研

究基地（上海高校“立德树人”人文社会科学重点研究基地）联合主持编写的．

编写工作依据高中数学课程标准的具体要求，努力符合教育规律和高中学生

的认知规律，结合上海城市发展定位和课程改革基础，并力求充分体现特

色．希望我们的这一努力能经得起实践和时间的检验，对扎实推进数学的基

础教育发挥积极的作用．

本册教材是必修第四册，内容为数学建模，编写人员为

徐斌艳、陆立强、朱雁、蔡志杰、鲁小莉、魏述强、高虹

上海市中小学（幼儿园）课程改革委员会专家工作委员会、上海市教育委

员会教学研究室全程组织、指导和协调了教材编写工作．在编写过程中，两

个基地所在单位给予了大力支持，基地的全体同志积极参与相关的调研、讨

论及评阅工作，发挥了重要的作用．上海市不少中学也热情地参与了有关的

调研及讨论工作．上海教育出版社有限公司不但是编辑出版单位，而且自始

至终全面介入了编写工作．我们对所有这些单位和相关人员的参与、支持和

鼓励表示衷心感谢．

限于编写者的水平，也由于新编教材尚缺乏教学实践的检验，不妥及疏

漏之处在所难免，恳请广大师生及读者不吝赐教．宝贵意见请通过邮箱

ｇａｏｚｈｏｎｇｓｈｕｘｕｅ＠ｓｅｐｈ．ｃｏｍ．ｃｎ反馈，不胜感激．

２０２０年７月
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